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NIEPARAMETRYCZNE METODY STATYSTYCZNEGO
STEROWANIA PROCESAMI (SPC)

Streszczenie

Celem statystycznego sterowania procesami (SPC) jest wykrywanie ich
rozregulowar, co w konsekwencji powinno prowadzi¢ do znajdowania i
usuwania przyczyn rogregulowania, a wiec do poprawy jakosci procesu. Od
kilkudziesieciu juz lat stosowane sq do tego celu proste metody statystyczne,
a w tym niezwykle popularne karty kontrolne. W pracy zaproponowano
oryginalne zastosowanie nieparametrycznej metody statystycznej — ftestu
niezaleinosci Kendalla - do wykrywania rozregulowar procesu. Wiasnosci
procedury zbadano dla rozregulowan przejawiajqcych si¢ wystgpowanien
zaleznosci pomiedzy kolejnymi obserwacjami procesu, ktdre mozna opisaé
przy pomocy dwuwymiarowego rozkladu normalnego oraz koput Farliego -
Gumbela - Morgensterna.

1. Wprowadzenie

Wiynikajaca z presji rynku koniecznos¢ wprowadzania systeméw zapewnienia jakosci
zwrécita uwage prakiykéw zarzadzania na znane od ponad osiemdziesigciu lat
narzgdzie statystycznego sterowania jakoscia, jakim jest wprowadzona przez Shewharta
karta kontrolna. Idea konstrukcji karty kontrolnej jest niezwykle prosta: wyniki
pomiardw procesu (mogg to by¢ zaréwno wyniki pojedynczych pomiaréw jak tez
uzyskane na podstawie analizy statystycznej odpowiednich probek losowych oceny
takich parametréw procesu jak np. jego warto$¢ oczekiwana, czy tez odchylenie
standardowe) zaznaczane sq w porzadku chronologicznym na wykresie. Na wykresie
karty kontrolnej zaznaczone sg ponadto nastgpujace linie: linia centralna odpowiadajgca
wartosci Sredniej (lub wartosci docelowej) kontrolowanej charakterystyki procesu, a
takze jedna lub dwie linie kontrolne, okreslajace obszary niedopuszczalnych wartosci
tej charakterystyki. Przyktadowa karta kontrolna, stuzaca do kontroli wartosci sredniej
procesu (tzw. poziomu procesu) z wykorzystaniem wartosci $redniej z prébki,
przedstawiona jest na rysunku 1. Sposéb konstrukcji kart kontrolnych opisano m.in, w
ksigzkach Thompsona, Koronackiego i Nieckuty [4] oraz Hryniewicza [1].
Podstawowym  sygnalem alarmowym, $wiadczacym o prawdopodobnym
wystapieniu rozregulowania procesu, jest pojawienie si¢ wyniku pomiaru poza liniami
kontrolnymi. Sytuacje takie zaznaczone s3 na rysunku 1 znakiem ,+”’. Sygnatl tego
rodzaju jest szczegdlnie przydatny do sygnalizacji rozregulowania polegajacego na
jednorazowym przesunigciu si¢ poziomu procesu w stosunku do linii centralnej.
Szybkie wykrycie rozregulowania warunkowane jest jednak jego wielkoscig. Powinno




ono by¢ wieksze od dwu odchylen standardowych zaznaczanej na karcie statystycznej
charakterystyki procesu. W przypadku stosunkowo matych rozregulowarn, oczekiwany
czas do ich wykrycia moze by¢ niedopuszczalnie duzy. W takich przypadkach nalezy
stosowaé pomiary prébek o wigkszej licznodei, lub tez inne karty kontrolne, takie jak
karty sum skumulowanych (CUSUM), karty S§redniej ruchomej (MA) Iub Kkarty
wyktadniczo wazonej éredniej ruchomej (EWMA). Opis tych kart kontrolnych mozna
znalez¢ we wspomnianych juz ksigzkach {1] i {4]. Sterowanie procesem w przypadku
wystgpowania jego stosunkowo niewielkich rozregulowan réwniez komplikuje fakt, ze
w powszechnie stosowanych pakietach statystycznych, takich jak STATISTICA, SPSS
oraz SAS, domysing opcja jest przeliczanie granic kontrolnych karty po pojawieniu sig
kazdego nowego wyniku pomiaru. W tej sytuacji wyznaczana przez program
komputerowy karta kontrolna ,adaptuje si¢” do zmienionego poziomu procesu,
uniemozliwiajac tatwe wykrycie jego rozregulowania. Podobny efekt mozemy
zauwazy¢, gdy parametry procesu wolno zmieniajg si¢ w czasie, czyli gdy wystepuje
efekt tzw. ,,ptynigcia parametréw”.
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Rys.1. Karra kontrolna X-Srednia do kontroli poziomu procesu

W celu umozliwienia szybszego wykrycia wspomnianych powyzej typowych, a
takze innych, nietypowych (tzn. nie polegajacych na jednorazowym ,zatamaniu si¢”
kontrolowanego procesu) rozregulowan, w latach pieédziesiatych zeszlego stulecia
zaproponowano zestaw testéw pomocniczych, znanych powszechnie jako metoda
Western Electric. W jednym z testéw tej metody sygnal alarmowy pojawia si¢ w
przypadku gdy szes¢ kolejnych wynikéw pomiaréw uktada si¢ albo w trendzie
rosnacym, albo w (rendzie majacym. Méwimy w takim przypadku o wystapieniu
sekwencyjnego sygnatu alarmowego. Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku 2, gdzie
moment pojawienia si¢ sygnatu alarmowego zaznaczono znakiem ,,+”.

Przedstawiona powyzej metoda wykrywania rozregulowania procesu, a takze inne
testy metody Western Electric, ktére opisane s3 m.in. w ksigzce Hryniewicza [1], sa
bardzo przydatne w wykrywaniu rozregulowan procesu o szczegélnej postaci. Ich
wielka zaleta jest niezwykla wprost prostota, ktéra moze jednak ograniczaé
efektywnos¢ testéw w przypadku bardziej skomplikowanych typéw rozregulowania
procesu. W niniejszej pracy zaproponowano oryginalne zastosowanie znanej od wielu
lat statystyki Kendalla do analizy sekwencji pomiar6w prezentowanych na karcie
kontrolnej. W zastosowaniu tym przyjeto zatozenie, ze dla procesu znajdujacego sie w
stanje statystycznego uregulowania (Izn. w procesie stabilnym) kolejne jego pomiary
powinny by¢é wzajemnie niezalezne o stalej wartoéci oczekiwanej i wariancji. Wobec
tego, pojawienie si¢ pewnych zaleznoéci powinno $wiadczyé o mozliwosci
rozregulowania procesu.
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Rys.2. Karta kontrolna z zaznaczonym sekwencyjnym sygnatem alarmowym

Opis zaproponowanej metody przedstawiono w punkcie drugim niniejszej pracy,
zwracajac szczegélng uwage na jej wlasnosci statystyczne w przypadku Kkontroli
proceséw ustabilizowanych. Ciekawsza rzecza jest jednak przeanalizowanie wlasnosci
tej metody w przypadku wystgpowania okreslonych typéw rozregulowan. W punkcie
trzecim pracy przedstawiono model procesu, w ktérym $wiadczace o jego
rozregulowaniu zalezno$ci opisane sa rodzing dwuwymiarowych rozktadéw
prawdopodobiefistwa. Rozpatrzono dwa przypadki: dwuwymiarowego rozkfadu
normalnego oraz dwuwymiarowego rozkladu prawdopodobienstwa opisanego koputa
Farliego -  Gumbela — Morgensterna. Dla obu rozpatrywanych przypadkéw
przeanalizowano metodami symulacji komputerowej wiasnosci zaproponowanej
procedury. Wyniki tej analizy, a w tym pordwnanie wiasnosci nowej procedury z
wlasnosciami wspomnianego powyzej klasycznego testu metody Western Electric,
przedstawiono w punkcie pigtym niniejszej pracy. W zakonczeniu przedstawione
zostaly podsumowujace prac¢ wnioski, a takze wskazano na kierunki dalszych badan.

2. Wykorzystanie testu niezalezno$ci Kendalla do wykrywania rozregulowan
procesu

Wystepowanie zalezno$ci pomiedzy kolejnymi obserwacjami zaznaczanymi na
karcie kontrolnej procesu moze wskazywaé na jego rozregulowanie, Nalezy tu jednak
podkreslic, Ze nie kazdy rodzaj takiej zaleznosci nalezy traktowac jako niekorzystny. W
naszej analizie ograniczymy si¢ wyltacznie do przypadku, gdy kontrolowana cecha
jakosciowa procesu powinna przyjmowac wartosci znajdujace si¢ wewnatrz
dwustronnych granic tolerancji [L,U]. W takim przypadku rozregulowanie procesu
przejawia si¢ w pojawieniu si¢ tendencji do pojawiania si¢ zaréwno obserwacji o
wartosciach zbyt duzych, jak tez i o wartosciach zbyt matych. Latwo zauwazyé, ze z
takim przypadkiem bgdziemy mieli do czynienia w przypadku wystgpowania dodatniej
zaleznosci stochastycznej pomigdzy kolejnymi wartosciami opisujacej kontrolowany
proces cechy jakosciowej. Wynika to z tego, Ze w przypadku wystgpowania zaleznosci
typu dodatniego duzym warto$ciom kontrolowanej cechy w danych momentach
czasowych towarzysza duze wartosci w kolejnych momentach czasowych.
Symetrycznie, w przypadku wystgpowania dodatniej zaleznosci stochastycznej, matym
warto$ciom kontrolowanej cechy w danych momentach czasowych towarzysza mate w
kolejnych momentach czasowych. W rezultacie zwigksza si¢ catkowita zmiennosé
procesu przejawiajaca si¢ powstawaniem niekorzystnych trendéw (rosnacych lub
malejacych), co w przypadku proceséw, dla ktérych okreslono dwustronne granice
tolerancji jest zjawiskiem zdecydowanie negatywnym. Z kolei, wystgpowanie ujemnej



zaleznodci stochastycznej pomigdzy kolejnymi obserwacjami kontrolowanej cechy jest
zjawiskiem pozadanym. W takim przypadku mamy do czynienia ze zmniejszeniem
zZmiennosci procesu przejawiajacym si¢ znaczacym zmniejszeniem szans wystapienia
nickorzystnych trendéw.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze celowym jest kontrolowanie procesu z
wykorzystaniem takich narzedzi statystycznych, ktére umozliwiaja wykrycie
niekorzystnych trendéw bedacych konsekwencja wystepowania dodatnich zaleznosci
stochastycznych pomigdzy kolejnymi wartosciami opisujacymi dany proces cech.
Wspomniana we Wprowadzeniu reguta Western Electric ,,szesciu kolejnych rosnacych
(malejacych)” jest najprostszym przykiadem takiego narzedzia. Ponizej zaproponujemy
narz¢dzie bardziej skomplikowane, bedace uogélnieniem metody ,,szesciu kolejnych
rosnacych (malejacych)”, ktére powinno by¢ bardziej efektywne w wykrywaniu
wystepowania w procesie niekorzystnych dodatnich zaleznosct stochastycznych.

Niech Zz,,z,....,Z, oznacza losowg probke sktadajaca si¢ z n kolejnych obserwacji
kontrolowanego procesu.  Wprowadzmy teraz skiadajaca sie¢ z n-1 elementéw
dwuwymiarowa probke losowa (X,.%)i=1...,n—-1 o elementach zdefiniowanych w
nastgpujacy sposéb: X, =7,i=L...,n-1 oraz ¥, =2,,,i=1,...,n—-1. Do opisu wzajemne;j
zaleznosci zmiennych losowych X oraz ¥ wykorzystamy znang statystyke T-Kendalla o
postaci

4
= —1. 1
‘ n IIZ_l:V' ! M
gdzie
V= card{X ,.¥;): X; <X, ¥; <V, }f(n-2)i=1,...,n-1. 2)

Rozktad prawdopodobienstwa statystyki z jest znany dla przypadku wzajemnie
niezaleznych par obserwacji (X,.Y;),i=1,...,n—1. Niestety, w rozpatrywanym przez nas
przypadku zatozenie to nie jest speinione, nawet wtedy, gdy oryginalne obserwacje
Z,.Z,,....Z, s3 wzajemnie niezalezne. Na szczedcie, dla niewielkich wartosci n oraz
wzajemnej niezaleznosci obserwacji Z;,Z,,....Z, mozliwe jest proste wyznaczenie
prawdopodobienstw zaobserwowania skrajnych wartosci statystyki 7. Na przyktad, w
przypadku gdy mamy do czynienia z n kolejno rosnacymi (malejacymi) wartosciami
obserwowanej cechy statystycznej statystyka z przyjmuje zawsze wartosé réwna 1, a
prawdopodobienstwo zaobserwowania tej wartosci wynosi 2/n!. W Tabeli 1 dla
wybranych wartosci n przedstawiono prawdopodobieristwa zaobserwowania wartosci
r27,, gdy kolejne obserwacje Z,,Z,,....Z, sa wzajemnie niezalezne.

W przypadku wigkszych wartosci licznosci probki n wartosci krytyczne statystyki 7,
wraz z odpowiednimi prawdopodobienstwami zaobserwowania wartosci 727, mozna

wyznaczy¢ metodami symulacyjnymi.



Wartosci krytyczne statystyki z Tabela 1

n=6 n=7 n=8 n=9

rkryl P (T Z Tk!‘yl) Tkryl P! (T 4 Tkryl ) Tk:y/ P (T 2 ‘[kryl ) ‘[kryl P (T Z Tkryl )

1 0,00267 1 0,00042 1 0,00006 1 0,00001
0,8 | 0,00834 | 0,806 | 0,00119 10,904; 0,00014 [0,857| 0,00007
0,6 | 0,03056 | 0,733 ] 0,00477 |0,809| 0,00069 0,785 0,00021
0,600 | 0,01356 0,714 0,00178 }0,714| 0,00071
0,619| 0,00565 10,642} 0,00185
0,571] 0,00514

Zrédto: opracowanie wlasne autoréw

Rozpatrzmy teraz mozliwo$¢ wykorzystania wprowadzonej powyzej statystyki r do
weryfikacji hipotezy o wzajemnej niezaleznosci kolejnych obserwacji procesu. Jak
tatwo zauwazy¢, zaobserwowanie duzej wartosci statystykiz jest w takim przypadku
bardzo mato prawdopodobne i moze §wiadczy¢ o wystepowaniu dodatniej zaleznosci
pomigdzy kolejnymi obserwacjami. Do wyboru parametréw testu (n,‘rk,y,) bedziemy
wykorzystywal wazng z praktycznego punktu widzenia charakterystyke, jaka jest
oczekiwana liczba pomiaréw (ARL) do pojawienia si¢ takiej sekwencji obserwacji, dla
ktérych spelniona bedzie nieréwnos¢ r=r,,,. W przypadku niezaleznosci kolejnych
obserwacji pojawienie si¢ takiej sekwencji bedzie falszywym alarmem sugerujacym
rozregulowanie procesu. Niestety, wyznaczenie wartosci ARL w sposéb analityczny
jest niezwykle trudne ze wzgledu na wzajemng zalezno$¢ kolejnych wartosci statystyki
r. W rezultacie wartosci tej charakterystyki daja sie wyznaczy¢ wylacznie metodami
symulacyjnymi. W Tabeli 2 przedstawiono tak wyznaczone wartosci ARL dla testéw
(n,rk,],, )podanych w Tabeli 1.

Wspomniana poprzednio regula ,,szesciu kolejnych rosnacych (malejacych)” metody
Western Electric  zostalta wybrana w ten sposéb by prawdopodobienstwo
wygenerowania falszywego alarmu byfo zblizone do prawdopodobienstwa
wygenerowania fatszywego alarmu przez klasyczng kartg kontrolng Shewharta. Z
Tablicy 1 mozna odczyta¢, Zze prawdopodobiefistwo wystapienia takiego falszywego
alarmu (odpowiadajacego zaobserwowaniu wartosci z=1 dla n=6) wynosi 0,0027, a
odpowiednia warto$¢ ARL wynosi 422. Dla podanych w powyzszych tabelach
wigkszych wartoéci licznosci prébki n nie wystepuja testy o zblizonych wartosciach
tego prawdopodobiefistwa. Mamy wigc testy albo o wartosci ARL zdecydowanie
wiekszej, albo tez wyraZznie mniejszej. Duze wartoSci ARL sg oczywiscie
korzystniejsze, ale testy o takich wlasnoéciach majg jednoczesnie duze wartosci
oczekiwanego czasu do wykrycia prawdziwych alarméw, co jest wilasnoscig
zdecydowania niekorzystng. W tej sytuacji wybdr odpowiedniego testu, ktdérego
zadaniem bedzie wykrycie wyst¢powania dodatniej zaleznosci pomigdzy obserwacjami
procesu, proponujemy ograniczy¢ do zbioru {(n=6, 7, =1), (n=7, 7,,,=0,733), (n=8,
4, =0,619), (n=9, 7,,,=0,571)}. Wiasnoéci tych testéw w przypadku wystgpowania

zaleznosci réznego rodzaju poréwnamy w punkcie 4 niniejszej pracy.




Wartosci ARL dla niezaleznych obserwaciji Tabela 2

n=6 n=7 n=38 n=9
Thwr ARL Tho ARL Thry ARL Ti ARL
1 4220 1 2885,8 1 22586 1 >150000

0,8 151.4 0,866 1013,5 0,904 7799 0,857 [ 15395
0,6 47,5 0,733 270,6 0,809 | 1891,2s | 0,785 5618

0,600 106,5 0,714 705,9 | 0,714 | 17847
0,619 246,0 | 0,642 | 7249
0,571 2914

Zrédto: opracowanie wiasne autoréw

3. Modelowanie proceséw z wykorzystaniem dwuwymiarowego rozkiadu
normalnego oraz kopuly Farliego — Gumbela — Morgensterna

W poprzednim punkcie niniejszej pracy przeanalizowaliSmy najwazniejsze wlasnosci
wybranych testéw wykorzystywanych w zaproponowanej przez nas procedurze badania
niezaleznodci kolejnych obserwacji procesu. Z praktycznego punktu widzenia réwniez
wazne sg wlasnosci proponowanej procedury w przypadku gdy miedzy kolejnymi
obserwacjami procesu wystepuje zalezno$¢ okreslonego rodzaju. W niniejszym punkcie
zdefiniujemy dwa typy takiej zaleznosci, dla ktérych wiasnosci proponowanej
procedury beda analizowane w nastgpnym punkcie pracy.

Najczesciej  spotykanym  w  praktyce  wielowymiarowym  rozkladem
prawdopodobienstwa jest wielowymiarowy rozktad normalny. Oznaczmy przez X oraz
Y zmienne losowe opisujace dwa kolejne pomiary cechy kontrolowanego procesu. W
celu modelowania zaleznosci stochastycznej pomigdzy tymi pomiarami przyjmijmy, Zze
rozkiad taczny wektora losowego (X, ¥) jest dwuwymiarowym rozktadem normalnym o
funkcji ggstosci

!
[ y) = ——————exp(- Q)
270y Oy +f1 -p?

gdzie
1 {(x—mx)2 ~2p (x—my {y—my) . (y~my)2} (4)

ok oy Oy ol

©))

0=

za$ parametr p jest wspélczynnikiem korelacji, przyjmujacym warto$é réwna zeru w
przypadku wystgpowania niezaleznosci zmiennych losowych X oraz Y.

Warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej ¥ pod warunkiem X =x
jest rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej my + p(oy /o, x—my) i odchyleniu
standardowym oy+/1-p* (patrz np. [2]). W szczegblnym przypadku gdy m, =m, =0
oraz oy =0y =1 rozklad ten jest rozkladem normalnym o wartosci oczekiwanej xp i
odchyleniu standardowym ,ll—pz. Godnym uwagi jest, Ze powyzej opisany model
zaleznosci wystepujacej pomigdzy kolejnymi obserwacjami kontrolowanego procesu
jest tzw. modelem autoregresyjnym.




























