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1. Zastosowanie ewolucji ré6znicowej do
wyznaczania zaleznosci statystycznych

1.1. Problem badawczy

Jednym z podstawowych zadan we wnioskowaniu statystycznym jest badanie i
testowanie zaleznosci. W tym celu najczesciej uzywany jest wspolezynnik korelacji
r Pearsona okredlajacy stopien zaleznoéci liniowej. Do analizy danych zaleznych w
sposdb nieliniowy (bad? nieznany) mozna wykorzysta¢ metody nieparametryczne
wyznaczajac wspéiczynnik p Spearmana oraz 7 Kendalla. Pierwszy z nich méwi
o liniowodci zaleznoSei pomiedzy rangami par obserwacji, drugi natomiast wyraza
réznicg pomiedzy prawdopodobiefistwem uloZenia sig¢ punktéw w tym samym
porzadku i w porzadku przeciwnym.

W praktyce czesto wystepuja dane znane jedynie z dokladnoécia do prze-
dziatu z € [X; 1, X; y]. W analizach zazwyczaj sa one zastgpowane pojedynczymi
liczbami, co skutkuje utratg informacji. Doktadniejszym podej$ciem byloby bez-
posrednie wykorzystanie danych przedzialowych lub rozmytych.

Problem testowania niezaleznodci statystycznej dla danych rozmytych zostat
poruszony w pracach [5, 6, 7]. Ich autorzy zwracaja uwage, ze gléwna przeszkode
w bezposrednim wykorzystaniu danych przedzialowych stanowig problemy obli-
czeniowe.

W tym rozdziale oméwiono zastosowanie algorytmu ewolucji réznicowej do
obliczania wsp6lezynnika korelacji Kendalla dla danych przedziatowych. Weryfi-
kacja wynikéw oparta zostala o do$wiadczenia symulacyjne dla specjalnie wyge-
nerowanych przedziatowych zbioréw danych.

1.1.1. Obliczanie 7 Kendalla dla danych przedzialowych

Wspdélezynnik 7 Kendalla

Niech (X;,Y;) dla i = 1,...,n bedzie préba losows zawierajaca n par obser-
wacji zaleznych zmiennych losowych X i Y. Wéwczas wspélezynnik 7 Kendalla
zdefiniowany jest jako

T=P[(X1 - X)(Y1 - 13) > 0] - P[(X1 ~ Xp)(Y1 - Y2) < 0]. (1.1)
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Genest [4] zaproponowal nastgpujacy (nieklasyczny) wzér pozwalajacy na wy-
znaczanie 7 Kendalla z préby

4 n—1
T,,_—n_lgfv,.—l, (12)
gdzie
i X 5 Y <Y, )
y, = ol A <XV < W i1, (1.3)

Wspélczynnik 7 Kendalla zalezy jedynie od porzadku pomiedzy poszczegdl-
nymi obserwacjami, nie za$ od ich wartosci. Z tego powodu jest on nieparame-
tryczng (rangows) miarg zaleznosci.

Wspélezynnik 7 Kendalla dla danych przedzialowych

Zalézmy, ze dane majg charakter przedzialowy. W praktyce sytuacja taka
wystepuje dosé czesto, ze wzgledu na bledy pomiarowe, czy tez dyskretyzacje
przy ich zbieraniu. Wéwczas dane przybierajg postaé (X;, Y;), ¢ = 1,...,n, gdzie
X [Xon, Xl i Yo [Yir, Yool

Dla danych przedzialowych wspélczynniki zaleznosci nie sa jednoznacznie
okreslone, dlatego zaproponowano [3] wprowadzenie przedzialowego wspélczyn-
nika Kendalla 7 = [7,, 1, Tn,u]

n-—1 n—-1

4 4
nl = T L& —'1) nU = 7 W L
s n-135 * v n_1i=1V'U ! &4
gdzie
j 2 X 5 Y; <Y
Vi = o card{j : X; < X;,Y; < }’ (15)
X;€[X;5,0.X50] n—2
Y;elY;,0, Y50l
oraz
Vig = card{j: X; < X;,Y; < Y.-}. (1.6)
' X;€[X;5,0.X;0] n—2
Y;€(Y;,0,Y50)

Jego wyznaczenie polega na znalezieniu takich polozen obserwacji wewngtrz
odpowiadajacych im przedzialéw, ktére minimalizujg (1.5) badZz maksymalizujg
(1.6) warto$é wspélezynnika Kendalla.

Przyktad takiego zadania przedstawiono na rysunku 1.1. Czterem parom prze-
dzialowych obserwacji odpowiadajg cztery prostokaty. Zaznaczono réwniez trzy
mozliwe realizacje obserwowanej zmiennej losowej dajace rézne wartosci wspdl-
czynnika korelacji 7 € {—1/3,0,2/3}.

W pracach Hryniewicza i Opary [8, 9, 10] zaproponowano heurystyczne me-
tody wyznaczania minimalnego i maksymalnego 7 Kendalla dla danych przedzia-
towych. Zastosowano réwniez kilka wariantdéw algorytméw optymalizacyjnych i
poréwnano ich wyniki z rezultatami uzyskanymi za pomocg ewolucji réznicowe;j.
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Rysunek 1.1. Niejednoznacznos$¢ okreslenia wspélczynnika zaleznoéei 7 Kendalla dla
przypadku czterech par danych przedzialowych [10]

1.2. Problem optymalizacyjny

Problem wyznaczania wsp6lczynnika 7 Kendalla dla danych przedziatowych
mozna sformulowaé jako zadanie w dziedzinie ciaglej badZ dyskretnej.

1.2.1. Ciggtla wersja problemu

Problem optymalizacyjny zdefiniowany jest jako minimalizacja 7, ; i maksy-
malizacja 7,y opisanych relacjami (1.4-1.6). Dziedzing funkcji celu f jest zatem
hiperkostka w R?"

FolX, Xip] x oo X [Xon, Xau] X [Yo,0, Y1,0] X oo X [YarL, Yay] = [-1,1)(1.7)

Problem ten moze by¢ rozwigzany na kilka sposobéw, takich jak:

— prébkowanie Monte Carlo,

— zastosowanie metod optymalizacji niewypuklej,

— wykorzystanie rozwigzan heurystycznych oparte na:
— naladowaniu silnych zaleznodci,
— przyblizaniu wspéiczynnika p Pearsona.

Ponadto, rozwigzania heurystyczne mozna aczyé z procedurami optymaliza-
cyjnymi.
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Rysunek 1.2, Wspélezynnik 7 Kendalla dla przekroju [9)

1.2.2. Dyskretna wersja problemu

Wspbdlczynnik 7 Kendalla jest statystykg rangowsg i w zwigzku z tym jest on
niezmienniczy wzgledem przeksztalcenn zachowujacych porzadek punktéw. Wy-
korzystujgc ten fakt mozna przedstawié problem optymalizacyjny (1.4-1.6) w
skoficzonej dziedzinie mozliwych porzadkéw liniowych. W ten sposéb otrzymuje
sie dyskretne zagadnienie, ktére w literaturze rozwigzywane jest poprzez:

— algorytm dokladny (efektywny tylko dla bardzo malych prébek),
— losowe generowanie rozszerzeh liniowych algorytmem Bubleya i Dyera [2] (do
30 obserwacji).

Efektywnoéé powyzszych metod jest silnie ograniczona przez licznosé prébki.
Z tego powodu zbadano, na ile i w jakich sytuacjach zastosowanie prostych metod
heurystycznych lub ogdlnych algorytméw optymalizacji ciaglej — takich jak ewolu-
cja réznicowa — pozwala efektywnie wyznaczaé przedziatowe wartosci 7 Kendalla.

1.2.3. Wizualizacja zadania optymalizacyjnego

Do poréwnania efektywnosci réznych metod optymalizacyjnych konieczne byto
stworzenie zbioru probleméw testowych (benchmarku). W tym celu postuzono
si¢ ogblnym sposobem opisu zaleznosci jakim sg kopuly przedstawione szerzej na
przyklad w monografii [11].

Koputly postuzyly do wygenerowania punktéw o zadanym charakterze zalez-
nodci, a nast¢pnie utworzenia na ich podstawie danych przedzialowych podob-
nych do tych, jakie przedstawiono na rysunku 1.1. Rozwazono sytuacje, w ktérej
wszystkie, oprocz i-tej, pary obserwacji sg znane dokladnie. Obliczajac 7 Kendalla
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dla réznych mozliwych polozen i-tej pary w obrgbie jej zbioru dopuszczalnego
mozna stworzyé wykres wartosci wspélezynnika korelacji dla dwuwymiarowego
przekroju przez przestrzefi poszukiwail, Tego typu wykresy przedstawiono na ry-
sunku 1.2. Ich analiza pozwala wskazaé kilka cech rozwigzywanego problemu
optymalizacji o istotnych implikacjach w kwestii wyboru wtasciwej metody opty-
malizacji:

— Funkgja celu {7 Kendalla) ma charakter schodkowy, czyli przyjmuje stale war-
toéci dla pewnych kostek w R?". Oznacza to réwniez, ze jego ciagls wersje naj-
lepiej rozwigzywaé za pomocg bezgradientowych metod optymalizacji, gdyz
gradient jest prawie wszedzie zerowy.

— Funkcja celu jest wielomodalna, a minima moga wystepowaé na ogranicze-
niach. W zwigzku z tym nalezy uzy¢ algorytméw optymalizacji globalnej i
zwrdcié szczegblna uwage na metody uwzgledniania ograniczen, ktérych rola
wydaje si¢ byé czgsto niedoceniana w analizie algorytmdéw [1].

— Zmiany wartosci funkeji celu wystepuja jedynie w kierunkach prostopadtych
do osi uktadu wspélrzednych. Tego typu wlasciwoéci sa wykorzystywane na
przyklad przez algorytmy ewolucyjne z krzyzowaniem wymieniajacym.

— Optymalna warto$¢ wspélczynnika korelacji moze byé uzyskana dla kilku roz-
tacznych przedzialéw.

1.3. Badanie symulacyjne

W celu sprawdzenia adekwatnosci oraz efektywnosci zaproponowanych metod
poszukiwania przedziatowego wspblczynnika Kendalla przeprowadzono badania
symulacyjne. Aby zbadaé rézne rodzaje zalezno$ci wykorzystano najezesciej sto-
sowane kopuly: normalng, Claytona, Franka, FGM i Gumbela [11]. Sztuczne dane
przedzialowe stworzono poprzez rozmycie punktéw wygenerowanych dla kazdej z
koput. Badaniu poddano zaleznosci silne (7 = £0.9), umiarkowane (7 = %0.5) i
stabe (7 = £0.1). Dla kazdego przypadku wygenerowano po 50 zestawéw danych
przedzialowych. Kazdy z nich skladal si¢ ze 100 par przedziaiéw, zatem wy-
miar problemu optymalizacyjnego wynosit 200. Plan eksperymentu ograniczono
do wersji przedstawionej w tabeli 1.1, gdyz kopula FGM opisuje jedynie stabe
zaleznodci, a koputla Franka tylko zaleznosci dodatnie. Przyklad wygenerowanych
danych testowych zilustrowano na rysunku 1.3.

Przebadano pieé metod wyznaczania wspétezynnika 7 Kendalla dla danych
przedziatowych:

1. Heur. — zastosowanie 16 heurystyk [9]

2. DE - algorytm ewolucji réznicowej DE/rand/oo

3. HeurDE - algorytm DE/rand/co zainicjowany przy pomocy 16 heurystyk
4. MC - prébkowanie losowe w przestrzeni rzeczywistej
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Rysunek 1.3. Dane przedzialowe wygenerowane dla umiarkowanych zaleznosci opisa-
nych réznymi koputami
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TABELA 1.1. Plan eksperymentu: liczba przebadanych zestawéw danych dla zaleznosci
opisanych przez kopule oraz oryginalny wspélczynnik 7

Oryginalny wspélezynnik 7
Kopula —55 10501 01] 05] 09
normalna | 50 50 50 50 50 50
Claytona | 50 50 50 50 50 50
Franka 50 50 50 50 50 50
FGM 50 50
Gumbela 50 50 50

5. BD - algorytm Bubleya i Dyera [2], bladzenie losowe w przestrzeni rozszerzen
liniowych

Poréwnania oparto na metodzie ustalonego kosztu obliczeniowego ustalonego
na 10* wyznaczen funkcji celu. Podejscie to promuje algorytm Bubleya i Dyera,
w ktérym wystepuje znaczny narzut obliczeniowy zwigzany z losowym poszu-
kiwaniem sasiedniego rozszerzenia liniowego. Dla zniwelowania wplywu stocha-
stycznego charakteru analizowanych metod optymalizacyjnych kazdg z nich uru-
chomiono 7-krotnie dla kazdego zestawu danych testowych aby wybraé najlepszy
z otrzymanych wynikéw. Procedurg te powtérzono dla kazdego z 50 zestawéw
niezaleznie wygenerowanych danych przedziatowych.

Rezultaty wyznaczania minimalnej i maksymalnej wartosci wsp6iczynnika 7
Kendalla zawarte sg w tabelach A.1-A.6 zamieszczonych w zalgczniku. Najlepsze
algorytmy wyrézniono tlustym drukiem. Zidentyfikowano je za pomocy sparowa-
nego testu znaku z poprawka Bonferroniego. Okazuje sig, ze wybdr najlepszego
algorytmu nie zalezy od rodzaju zaleznosci a tylko od jej sily. Wyniki podsu-
mowano w tabeli 1.2. Dla silnych zalezno$ci najlepsze wyniki daje zastosowanie
heurystyk zaproponowanych w pracach [8, 9, 10] dla slabszych natomiast ewolucji
réznicowej.

Algorytm ewolucji réznicowej pozwala polepszy¢ wyniki uzyskane heurystycz-
nie i dziala znacznie skuteczniej niz losowe probkowanie przestrzeni poszukiwan.
Inicjalizowanie algorytmu ewolucyjnego za pomocs heurystycznie uzyskanych, do-
brych wynikéw okazalo sig za$ rozwigzaniem nieefektywnym, ktére moze prowa-
dzié bad? do przedwczesnej zbieznoéci, badz do znacznego spowolnienia procesu
poszukiwanl. Ilustruje to rysunek 1.4, gdzie kropkowana niebieska linia, ozna-
czajaca mediane bledéw uzyskiwanych sposréd 15 niezaleznych uruchomien al-
gorytmu, poczatkowo polozna jest poziomo. Po kilku tysigcach obliczen funkcji
celu daje wrecz slabsze wyniki niz algorytm inicjalizowany losowo zaznaczony
kreskowans, czerwong linig.

Szybkos¢ zbieznosci mozna znacznie poprawié¢ uwzgledniajac wiedze o ran-
gowym charakterze problemu poprzez wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie
przestrzeni poszukiwai uwzgledniajgce rangowy charakter problemu [9, 8], co zo-
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TABELA 1.2. Metody prowadzace do najlepszych rozwigzan dla problemu poszukiwania
minimalnej i maksymalnej wartoéci wspélezynnika 7

. Oryginalny wspétczynnik 7
zadanie | Kopula 0905 =01] 01] 05] 09
normalna
Claytona Heur DE
min. 7% | Franka | peyDE HeurDE
FGM
Gumbela
normalna
Claytona DE Heur
max. 7¢ | Franka HeurDE HewrDE
FGM
Gumbela
Claytont = -0.6
02 ——Kendalorcisporgng | ] o 1 .......... "
----- Heuristics and DE/rand/esfbin :

== DE/rand/sa/bin Inltlalized randomly|

Kendall ©
5
=

5
Function evaluations x 10’

Rysunek 1.4. Krzywe zbieznoéci przy poszukiwaniu minimalnej i maksymalnej wartosci
wspélczynnika 7 Kendalla [9]
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Rysunek 1.5. Przeksztalcenie oryginalnej przestrzeni poszukiwaih z wykorzystaniem
rang (9]

brazowano na rysunku 1.5. Powoduje to regulazyzacjg problemu cigglego poprzez
zapewnienie, ze obszary poszczegdlnych ,schodkéw” funkeji celu sg poréwnywal-
nych rozmiaréw. Umozliwia ono dodatkowo wprowadzenie kryterium zatrzymania
algorytmu ewolucyjnego opartego na stopniu rozproszenia populacji.

‘TABELA 1.3. Zalecane metody poszukiwania maksymalnych i minimalnych wartoéci

wapélezynnika 7 Kendalla[9]
Zaleznoéé ujemna Zaleznoé¢ dodatnia
silna, umiarkowana  slaba staba umiarkowana. silna
Ta,L Heur. Heur. i DE DE. DE DE DE
To,U DE DE DE DE Heur. i DE Heur.

Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé za pomocs zalecefi zawartych w ta-
blicy 1.3. Heurystyki okazuja si¢ bardzo efektywne dla silnych zaleznosei i umiar-
kowanych zaleznoéci. W pozostalych przypadkach nie wplywajg na efektywnogé
optymalizacji [10).
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