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Λ  P R O O F  O F  T H E  T H E O R E M  O F  R E CI P R O CI T Y  
F O R  Q U A D R A TI C  R E SI D U E S.

B y  F.  Fr a n kli n,  Assist a nt  Pr of ess or  i n t h e J o h ns H o p ki ns  U ni v ersit y.

1.  It  w a s  s h e w n b y  G a u s s  t h at, p  b ei n g  a n o d d p ri m e,  
J)i( p ~l) =  i o r  —  1 ( m o d. p)  a c c o r di n g  a s,  i n t h e s e ri e s

D,  2 D,  S D, ..., i( p-l) D,

t h e n u m b e r  of  n u m b e r s  w h o s e  l e a st p o siti v e  r e m ai n d e r ( m o d.p)  
e x c e e d s  ⅛ p  i s e v e n  o r  o d d. B ut  t o s a y t h at t h e l e a st p o siti v e

2 ∖ Σ)
r e m ai n d e r of  ∖ D  e x c e e d s  ⅜ p  i s t h e s a m e a s  t o s a y t h at E ------

i s a n  o d d  n u m b e r. H e n c e  w e  h a v e  t h e t r a n sf o r m e d c rit e ri o n  : 
D  is a  q u a d r ati c  r esi d u e o r  n o n- r esi d u e  of  p  a c c o r di n g a s t h e 
n u m b e r  of  o d d  n u m b e r s  i n t h e s e ri e s

, Ε — , . D
p  p  1 p

i s e v e n  o r  o d d : h e n c e  a c c o r di n g  as

τ , 2 D r A D -r,( p-ly) D  
E —  +  E ------ h... +  E ^- ------ —

P P  P

is e v e n o r  o d d.

2.  If a  a n d  b  b e  a n y  t w o r el ati v e  p ri m es,

F o r,  if w e  w rit e  u n d e r  t hi s s e ri e s t h e s a m e s e ri e s r e v e r s e d,  
t h e s u m of  t h e t w o c o m pl et e f r a cti o n s i n a n y c ol u m n i s a ; 
t h e r ef o r e, e a c h b ei n g a ct u all y f r a cti o n al, t h e s u m of  t h ei r 
i nt e g e r p a rt s  i s a  - 1; h e n c e  t h e s u m of  t h e p r o p o s e d  s e ri e s  
i s ∣ ( a —  1) 0- 1).

3.  L et  u s  d e n ot e  t h e n u m b e r  of  o d d  n u m b e rs  i n a s et b y  
p r efi xi n g  t h e s y m b ol I (i m p a r.) ; t h e n, if a  a n d  b a r e o d d  
r el ati v e p ri m es,

iff e i> ∙∙∙ > ⅛ l '"∕
__i τ  ' τι 7 τ > j-i 3 < x  t -, ( b —  1)  ill
=  , E-ζ , ..,, E ^- τ 2-∖ .
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F o r,  i n t h e c o m pl et e s et, if a n y  t e r m i s o d d  it s s y m m et ri c al  
i s o d d  (t h ei r s u m b ei n g  a  —  1,  a n e v e n n u m b e r) ; a n d if o n o  

of  t h e s e t e r m s b el o n g s  t o t h e e v e n s et  i E  ~,  ...) ,

t h e ot h e r  d o e s  n ot. H e n c e  t h e e v e n  s et c o nt ai n s  h alf  a s  m a n y  
o d d  n u m b e r s  a s  t h e c o m pl et e s et. Q.  E.  D.

4. B y  2,

P P P P

+  A ⅛- ¾--  +  E  (p - ^D  =  ⅜  ⅛  - 1) ( 2)- 1),

A n d  if D  < p i it i s pl ai n  t h at

- E —  +  E —  - E —  +  E —  -...- E ^p ~ 2 ^-  + E ^ p ~ ^--  

p p  p p  p  p

_ z  f t ? 2 , j ? ⅛  p ⅜ P  7 ?  (- ^ - 0  7 9 ) .
~ 1 ∖ e T)'  E J) > E D'  ' ê ~ D --- ∖ 1

. τ , 2∖ D  r,( 2 λ-1) 2)  . 1  ,. . .
t o r E  -— - - E   --------- -—  i s 1 o r 1 0 a c c o r di n g a s t h e r e i s o r
. ' P . P
i s n ot  a m ulti pl e  of  p  b et w e e n  ( 2 λ —  1)  D  a n d  2 λ 2) ; i n ot h e r  
w o r d s,  it i s 1 a s  m a n y  ti m e s a s t h e r e a r e m ulti pl e s  of  y >, n ot  
e x c e e di n g  ( / >— 1) 2),  w h o s e  q u oti e nt  b y  D  i s a n  o d d  n u m b e r;  
w h e n c e  t h e a b o v e  e q u ati o n.

A d di n g  t h e e q u ati o n s  a b o v e  w ritt e n·,  w e  h a v e

P P  P
_ p- \  D-l  u [e P ⅛  Λ τ > ~ V) P ∖
~ 2  2 +  a 7 ( ^ 2) , 2)  ’ - h D J *

If D  is o d d,  t his b e c o m es,  b y  3,

P P  P

= ⅛ 1 ⅛ i+ 4 .̂ ^ .......* ¾ 10

s ⅛ ^ ⅛ ^ + ^e S + 'e S + ∙∙'+ 'e ^ 0 o ^  (m o d ∙ 2) ·
H e n c e,  if D  i s a n  o d d  p ri m e,  t h e q u a d r ati c  c h a r a ct e r s of  D  

wit h  r e s p e ct t o p  a n d of  p  wit h  r e s p e ct t o D  a r e  t h e s a m e,  
u nl e s s  ⅜( τ >- 1) a n d ⅛( 2)- 1) a r e b ot h o d d,  i n w hi c h  c a s e  
t h e c h a r a ct e r s a r e  o p p o sit e.
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