





Analiza wlasnosci zlezonych modeli opéZnienia rozlozonege z uwzglednieniem wlasnosci
granicznych
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STRESZCZENIE
W pracy przedstawiono analizg modeli opéznienia roziozonego o zmiennych
strukturach opdznienia przeprowadzona w dwoch kierunkach; przenoszenia
wahaii zmiennej niezaleznej oraz wilasnosci granicznych zwigzanych ze
zbieznoscig rozkladdw opdznienia oraz rozktadéw opdznienia wynikowego w
nastgpstwie wzrostu liczby modeli opdznienia roztozonego uczestniczacych w
ich superpozycji. Przedstawiono wptyw stopy wzrosty zmiennej niezaleznej na

ksztattowanie sig rozktadu opdznienia wynikowego.

Celem niniejszego opracowania jest prezentacja analizy wybranych wiasnosci modeli opdznienia
roztozonego w szczegodlnodci dotyczacych przenoszenia wahan okresowych zmiennej niezaleinej oraz

wlasnosci granicznych.

1. Przenoszenie wahan okresowych
Model opdznienia jest przedstawiany w dwoch alternatywnych postaciach. Pierwsza, najczgsciej

stosowana w modelach ekonometrycznych ma postaé (Pesando (1972), Intriligator (1978), Dhrymes

(1981)):
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gdzie:
t - zmienna przyjmujaca wartosci ze zbioru liczb catkowitych oznaczajaca czas, numer

okresu,

X, — warto$¢ zmiennej niezaleznej w okresie ¢,



¥y, —wartos¢ zmiennej zaleznej w okresie ¢

v —wspblczynniki opdznienia spefniajace warunki: 0 < v, <0, i =0, 1,2, ...,

"

&, — skladnik losowy, o wartosci oczekiwanej réwnej zero i skoficzonej wariancji.

Analiza modeli opdznienia, gdy zmienna niezalezna jest funkcja okresowa, ukazuje wiele waznych
wiasnosci.
Niech zmienna niezalezna bedzie suma pewnej stalej x, i funkcji okresowej rozwinigtej w szereg

Fouriera, Fichtenholz (1963), Bronsztejn et al. (2004):

X, =x,+ }x:c_/ sin{ joi+e, ), (2)

=0

gdzie:

X — stala, liczba rzeczywista,

¢, - stale przyjmujace ograniczone wartosci ze zbioru ticzb rzeczywistych, j =0, 1, 2,..;
@, — state przyjmujace ograniczone warto$ci ze zbioru liczb rzeczywistych, 7 =0, 1, 2,...;

@ — stata oznaczajgca czgsto$¢ podstawowa, przy czym:

gdzie stala T', 0 < T < o0, 0znacza okres wahan,

Wystepujaca we wzorze (2) stala x, ma na celu zapewnienie, w razie potrzeby, by zmienna zalezna
nie zmieniata znaku; rozwigzanie to jest przydatne, gdy przedmiotem rozwazan jest miedzy innymi
rozktad opédznienia wynikowego.

Analiza zostanie ograniczona do badania zaleznosci zmiennej pomocnicze] y, od zmiennej

niezaleznej x, okreslonej za pomoca wzoru (1).

Podstawiajac wzér (2) do wzoru (1) vzyskujemy:
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Przyjmujac oznaczenia

R(j(u)z\/[iw“ sin(ja)i)} +{:iw“ cos(ja)i):l , j=0,1.2.. 3
r=i) i=l
iw“ sin( jwi) iw“ cos(jwi)
. =0 i=0 .
siny | = cosy, = ; ;=01 2.
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iw,, sin{ jw i)

w(jw)=arclg] 22— |, 4
>w, cos{jwi)
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powyzszy wzdor mozna przedstawi¢ w postaci:
v, =x,+2c, R(jw)sin[jw!+¢,—V/(jw)]- 5
=0

Poniewaz wspotczynniki R(jw), j =0, 1, 2...; nazywane dalej wspotczynnikami tfumienia,
spetniajg warunek 0 < R(jw) =< I, o zmiennej pomocniczej we wzorze (1.29) mozna powiedzie¢, ze
Jjest rowniez funkcjg okresowa, w ktorej poszczegolue czestotliwosci majg w stosunku do zmiennej
niezaleznej zmniejszone amplitudy o czynnik R(jw) bedacy funkcja rozkiadu opdinienia W, i
czestotliwosci jw. Ponadto dla poszczegolnych czgstotliwosci wystgpujg przesunigeia fazy o wielkosci
v, 0 <y, < j=0 1 2..; bedace rowniez funkcjami rozktadu opdznienia W i czgstotliwosei ja, j

=0, 1 2..

Reasumujgc wnioski ze wzoréw (3) i (4) mozna skonstatowaé, ze mechanizm opoznienia thumi

poszczegdlne czgstotliwodei z rozng sitg (czynnik R)), oraz opdznia kazda o 7 okresow:

v, .
1122—7'[,] =0, 1,2,... (6)

2 Podstawowe state struktury opdznienia roztozonego
W tej czgsci tego rozdziatu omowione zostang podstawowe, spotykane w literaturze ekonomicznej

stale struktury/rozktady opdZnienia roztozonego w podziale na skoniczone i nieskoficzone.




Wyczerpujacy przeglad rozkladéw' mozna znalezé na przyktad w ksiazce Johnson N. L., Kotz S.,

Kemp A. W. (1992)*.

2.1 Skoniczone struktury/rozktady opo6znienia
2.1.1 Liniowa struktura opdzZnienia

W liniowej strukturze opdznienia rzedu r jej wspolczynniki sg liniowg funkeja numeru indeksu:

0 . i<
V=V, . .
v v bttt (=012, 7
n
0 , i >n

gdzie v, t v, stale wspolczynniki oznaczajace odpowiednio wspdiczynnik pierwszy (o indeksie 0) i

n-ty spetniajace warunki:

v, 20, v, >0,

0=

zapewniajgce nieujemnosé wspdtezynnikéw i zachowanie rzedu opdznienia.

Mnoznik diugookresowy liniowej struktury opdznienia wyraza si¢ wzorem:

Vv, +V,

a=(n+1)-4+—=.
(n+1) P

Monotoniczny rozkiad opdznienia
Najczedciej spotykana liniowg strukturg opdznienia jest struktura odpowiadajaca monotonicznemu

rozkladowi opdznienia, tj. taka, w ktérej wspotczynniki struktury opéznienia:

a wige wspolezynniki rozktadu opdznienia sa opisane w nastgpujacy sposob:

i

w :—J-—,i= 012 ... n
+

' Poniewaz kazdy rozktad prawdopodobienstwa jednej zmiennej okreslony dla nieujemnej dyskretnej zmiennej

losowej moze by¢ rozkladem opéznienia.
“ Johnson N. L., Kotz S., Kemp A. W.; Univariate Discrete Distributions, 111 wydanie, John Wiley&Sons, INC.

New York, Chichester, Brisbane, Toronto, Singapore; 1992.



Nietrudno zauwazy¢, ze w modelu opdznienia z monotonicznym rozktadem opoéznienia, zmienna
pomocnicza y: jest zwykta Srednia arytmetyczng n+/ wartoéci zmiennej niezaleznej x,,x,_,,..,x

-n

Warto$¢ $rednia i wariancja rozkladu monotonicznego maja odpowiednio nastgpujace wartosci:

n

M(W)—E’
B Zn(n+2): (n+2)
Dw) e MW ) a

W modelu opdznienia z wagami rownomiernymi wspdlezynniki R(jw,n) 1 w(jow, n) przyjmuja

Rl joo,n) = [ |l-cosf(n+1) jo]
/@ n+1 l—cos(jw) ’

l,l/(j(u,ﬂ):%.

nastepujace wartosci:

Rozktad opdznienia Fishera

Rozktad ten, Fisher (1937), jest odmiang liniowego rozkiadu opdznienia, w ktérym wspdtczynniki
maleja, przyjmujac najwicksza wartos¢ dla indeksu i=0, najmniejsza niezerowg dla i=n, oraz zerowe
dla i=n+1, n+2, ... . Celem Fishera bylo opracowanie prostego modelu, w ktorym waga przypisana
obserwacji malalaby wraz z wiekiem tej obserwacji.

W strukturze opoznienia Fishera:

0 ,oI<0;
v = vo(l——l—-), i=0,1,2,...n; (8)
n+1
0 , izn+l

Podstawowe parametry rozktadu Fishera sa nastgpujace:

M(W)=-3”-,

DWW )= -—(”;3),

n(n+3)=
TR MW )
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Rl jw,n)= —
(n+1)(n+2)cos“(—]2£)

-\l{(n+J)cos(ja))+cos[(n+1)-ja)]—(n+2)}"+{sin[(n+1)-ja)]—(n+1)sin(ja))}",

oraz

(n+1)sin(jw)—-sinf(n+1)jo] }

vije. "):mag{(}7+2)~(n+l)cos(j(u)—cos[(n+1)ja)]

1.8.1.2 Model Almon

Struktura op6znienia w modelu Almon rzedu n, Almon (1965), ma duze znaczenie w badaniach
empirycznych ze wzgledu na tatwosé estymacji wspélczynnikow oraz elastycznosé wyrazajgca sig
duzym zroznicowaniem ksztaitu wykresu wspdfczynnikdw struktury opdznienia. Wspotczynniki

struktury opdznienia w modelu Almon rzgdu n przedstawia ponizsza formula:

0, i< 0;
V=48, +8,i+ 8, .+ 8, i=0,1,2,..,m 9)
0, izn+ ]

gdzie liczba naturalna /, [<n, oznacza stopien wielomianu. Wartosci srednia i wariancja rozkiadu
opdznienia opartego na strukturze opdznienia (1.49) zalezg od statych wspétezynnikéw 6,,46,,..., 5, ,

ktorych wartosci sg estymowane dla réznych wartosci /.

[stotng whasnoscia tego modelu jest mozliwo$¢ przedstawienia go w postaci wygodnej w estymacji:

! i /
¥, :50(2x1_1)+5,(2ix17,) + é‘J(Zi’x,_lj ot 5,('ii’x,_,.) +E .
=/ =1

i=t =1

Jak wskazano powyzej, kazdy model opdznienia roziozonego mozna przedstawi¢ jako sume modeli
opbznienia o jednopunktowych strukturach opéznienia. Przykiadem zlozenia modeli opdZnienia jest
model rzgdu » (n nieparzysta liczba naturalna, #n>7) ze strukturg opdznienia majaca ksztatt odwrocongj

litery V. DeLeeuw (1962). ktérej wspdiezynniki sg opisane za pomocg ponizszego wzoru:



is, Psto
= (10)

(n+1-0)5, ";151‘5n+1,

[ i z2n+l;

gdzie wspolezynnik & jest skoficzong liczba dodatnia.

Podstawowe parametry rozktadu opéznienia modelu DeLeeuwa sg nastepujace:

n+1
MW )= P
; (n=14)(n+3)
L P Al SV
Diyw) 57 ,
ol .
sm'{:j(n+1)~ja)}
Rijo,n)=4 :

(n+1)’cos"(i29)

s

; sin"[é(;wr1)-j'stii7z{§(n+1)-ij
. (n+1)"cos,:—(n+1)-ja):'+-/ -
2 2, @
cos (—2—)

Oraz
. 1 .
u/(j@,n):;(zﬁ])j(u.

Nietrudno zauwazyé na podstawie wzoru (1.50), ze dla indekséw 0, /. ... . (n+1)/2, wspétczynniki
struktury opoznienia moga by¢ opisane za pomoca liniowej struktury opéznienia (1.47) z dodatnim
wspdtezynnikiem kierunkowym, a dla indeksow [+¢m+1)/2, ..., (n+1), rdwniez za pomoca liniowe]
struktury opdznienia, ale z ujemnym wspdtezynnikiem kierunkowym.

Mode! Deleeuwa pokazuje, ze pewne rozktady opoéznienia mozna uzyska¢ przez odpowiednie
polaczenie innych rozkladéw. Wiele modeli opdznienia ma rozkiady, ktore sa wynikiem zloZenia
roznych rozktadow opéznienia operacjami sumowania oraz superpozycji. Operacje te sa omawiane w

Rozdziale II.




1.8.2 Nieskonczone struktury opéznienia

1.8.2.1 Rozklad Pascala-Solowa

Wspoiczynniki rozkiadu Pascala-Solowa, Solow (1960}, sg opisane wzorem:

0 X i<0;
W, = [m—]+i

) }1”‘(1—1)’, i20; an
!

gdzie m, liczba naturalna, oznacza tzw. stopieri rozkiadu Pascala (nazywany czasem rzedem, lecz

termin ten wydaje si¢ niefortunny ze wzgledu na kolizj¢ z pojgciem rzedu opéznienia skonczonego).
Wartosci Srednia i wariancja rozkfadu Pascala wynosza odpowiednio:

,

=2
M(W )=
(W)=m )

D"(W):mj—_z—/{zMaW).

W rozkladzie Pascala-Solowa wspélczynniki R(jow,m) i w(jw,m) przyjmuja nastepujace
wartoscei:

=

R jo,m)= Al =201~ 2 )jcos(jw)+ (1~ AP ",

i

z[".'](—f)' (1~2) sin(i- jo)
vl jo, m) = arctg]—— !

I+ im( ~1)(1=A) cos(i- jo)
=i\ 1

Szezegblnym przypadkiem rozkiadu Pascala-Solowa jest rozkiad stopnia m=/, noszacy nazwe
rozktadu geometrycznego, znany w literaturze ekonomicznej z modelu Koycka, Koyck (1954),
modelu oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956), czy modelu dostosowania czgstkowego, Nerlove

(1958). Model opdzuienia z rozktadem geometrycznym zostal wykorzystany w Przyktadach 1.3 i [.4.
Dla m=1 powyzsze wzory upraszczajq si¢:

1-2
M(W)—T.
D-’(W)=]_"i M)

A i




A

Rijw, 1) = ,
¢ Jl=201-2)cos( jw)+(1-2)}]

(1=2)sin( jo) }

vtse = arC[gL —(1=)cos( jw)

Wykresy wspotczynnikéw rozktadu Pascala-Solowa przy roznych warto$ciach stopnia 77 zostaty

przedstawione na rys. 1.4,

0,18 N R -
0,16 - L —e—] —0—2 --#--3 % d —& -5

0,14

0 S 10 15 20 25
rys. 1 Rozktady Pascala-Solowa o tej samej wartisci $redniej rownej M¢(W)= 5 przy wartosciach

parametru m roéwnych opdpowiednio: /, 2, 3, 4, 5.

Model oczekiwai adaptacyjnych, Nerlove (1958), opisuje zachowanie podejmujacych decyzje o

wielkosci zmiennej zaleznej y, na podstawie pordwnania z ustalona na okres ¢ wielkoscia pozadang

x, tej zmiennej zgodnie ze wzorem:
Vi Ve = A X = y)s

gdzie A to wspdlezynnik, A € [0, /], nazywany wspdiczynnikiem dostosowania (adjustment
coefficient). Nietrudno zauwazy¢, ze dla A =0 zmienna y, przyjmuje wartos¢ z poprzedzajacego
okresu bez wzgledu na warto$¢ pozadang tej zmiennej, a dla 4 =/ nie ma opdznienia w dostosowaniu
zmiennej y, do jej warto$ci pozadanej x, . Dla pozostalych wartosci parametru A z przedziatu [0, 1]

rozwigzanie powyzszego robwnania ma nastgpujacg postac:

v = A S(1=A)%,
=0




a wigc modelu opdznienia roztozonego z geometrycznym (Pascala-Solowa stopnia m=1) rozktadem
opdznienia. Istotng wlasnoscia tego modelu jest stala, a=/, warto$¢ mnoznika diugookresowego.
Mode! oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956), opisuje proces prostego przewidywania, w ktérym

oczekiwana w okresie ¢ wartos¢ y, zmiennej x, jest ustalana przy uwzglednieniu odchylenia w

okresie -] wartosci zmiennej x, , od jej przewidywanej w okresie -2 wartosci y,

V=Y =AAx - y,).

Model oczekiwan adaptacyjnych jest rowniez modelem opdzZnienia rozloZzonego z geometrycznym
rozktadem opéznienia przesunigtym w prawo o jednostke. Oznacza to zfozenie, co peiniej zostanie
omdwione w Rozdziale 11, dwoch modeli opdznienia: z rozktadem geometrycznym i jednopunktowym

(prostym) opoznieniem o jeden okres.

1.8.2.2 Model Tsurumi
W artykule Tsurumi (1971) autor zaproponowal uzycie struktury opéZnienia opartej na

zmodyfikowanym ciaglym rozkladzie gamma:

_ 0 , i<0, (12)
v s+, izo,

gdzie: m - stopient rozktadu, §— dodatnia stata, A - stala, 0<A</.
Wykres struktury opdznienia, ktérej wspolezynniki sg opisane za pomocg zaleznosci (1.52) jest
bardzo podobny do rozktadu Pascala-Solowa. Podobne zastosowanie zmodyfikowanego rozkladu

gamma zaproponowat Schmidt (1974).

1.8.2.3 Model Jorgensena
Model Jorgensena, Jorgensen (1966), jest wérdd nieskoriczonych modeli opéznienia tym, czym
model Almon wsrdéd modeli skoniczonych i znajduje zastosowanie w badaniach empirycznych, gdy

rozktad opdznienia nie jest znany. Model ten ma nastepujaca postaé:

_AL)

Y=gy tote (13)

+

gdzie L — operator przesuniecia, A(L) i B(L) oméwione w Rozdziale II operatory wielomianowe

wzgledem operatora przesuniecia L, e, - skladnik losowy.




(Wielomian operatorowy C(L) zbudowany na wspéiczynnikach c,,¢,,c,,,..,c, ma postaé

C(L)=c,+c,L+c, [’ + ..+ c,,L" oraz ma nastgpujgce dziafanie:
C(L)x, = (c,, +e,L+el’+. +c, L )r, =C,X, FCX, T CX, b, X, )

Zalezno$¢ (1.53) jest postacia zredukowana modelu:

B(L)y =A(L)x, +&,,

przy czym

1

=——7&-

e/
B(L)

gdzie to &, nieskorelowany skiadnik losowy o zerowej wartosci oczekiwane), stalej i ograniczonej
wariancji. Powyzszy wzdr wyjasnia autoregresjg sktadnika losowego e, w przypadku, gdy B(Lj#1.
Model Jorgensena jest stosowany migdzy innymi w modelach ekonometrycznych typu ADL

(Autoregressive Distributed Lag), Hendry, Pagan, Sargan (1984), o postaci:

yeEyra )y tanyteta,y, + Box,+ Bixy + Boxp 4+ ﬂmgxmng TE,

Lub
B+ BL+ B L +..+f,L" 1
P = ? - " xl +7 + 2 m, 8!
1—(a,L+a,L‘ +ota, L ‘) ]—(a,L+a,L’ +ota, L ')
2 . 2 y
gdzie @, a,,...a, , BB, +F. ., ..B. 1 v wspdlczynniki, oraz m; i m, odpowiednio stopnie

operatorow wielomianowych A¢L) i B(L).

Znaczacg role w modelowaniu ekonometrycznym maja tzw. modele korekty bledem (Error
Correction Models) opisujace mechanizm decyzyjny, w ktérym decyzje o zmianie wartoci zmiennej
zaleznej zalezg nie tylko, jak to ma miejsce w omdwionym wyzej modelu dostosowania
adaptacyjnego, od stuzacej za odniesienie warto$ci zmiennej niezaleznej, lecz réwniez od biezacego

odchylenia zmiennej zaleZnej od zmiennej niezaleznej:



Y, =r+ Py, rax tax_, +e,
lub, po zréZnicowaniu,
Ay, =y + (B, =1y, +a,bx, +(a,+a,)x_ +&,
przy warunku, Ze w dlugim okresie w rownowadze zachodzi zalezno$cé:

@y ﬂu + /HI

:——+———X./A

l-a, I-a,

Wybrane wilasnos$ci graniczne superpozycji modeli opéznienia roziozonego

. vz
2 ViinL)x+ef! I VL[ 1+e
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rys. 2. Superpozycja modeli opdznienia o rozktadach monotonicznych: 1- pojedynczy model oraz

modele superpozycji odpowiednio: 2-dwdéch, 3- trzech, 4- czterech i 5- pieciu modeli.



o0 (] i

rys. Superpozycja rosnacej liczby modeli opéznienia o rozktadach losowych.

Gadomski J., Nowak P., Deterministic properties of superposition of the distributed lag models,
(do Operations Research and Decisions, w druku)

Zaleznosé wartosci Sredniej rozkladu opéznienia wynikowego M(Uy od stopy wzrostu

Twierdzenie 2. O zaleznosci $redniej rozkladu opéznienia wynikowego M(U) od stopy wzrostu r
zmiennej niezaleznej.

Zalozenia Rozwazany jest model opéznienia rozfozonego, ktérego rozktad wynikowy opodznienia ma
okreslone wartos¢ $redniq i wariancj¢ oraz w ktorym wartosci zmiennej niezaleznej wzrastajg ze stalg
stopg wzrostu +.

Teza Wartos¢ srednia rozktadu opéznienia wynikowego M(U,) jest malejacg funkcejg stopy wzrostu r
zmiennej niezalezne;.

Dowbéd Dowiedzenie tego twierdzenia opiera si¢ na badaniu pochodnej:

i T4r)" S iv, (J4r)"
dM(U,)zi i:Z“lV“x,( +7) d ':Z”IV“( +7)

2 -2 (14
dro o dri Sy et | v, )
1=0 i=0

Majac na uwadze, ze wspbétczynniki rozktadu opdiznienia W, nie zaleza od stopy wzrostu »

zmiennej niezaleznej, przez rozniczkowanie mozna uzyskaé zaleznosé:



0 N B 1 Y - 2 & i ~ 1
e N v - (U S () ,
MU, _ ; v, (I+r) 1+r§v,,(1+r) ;lV“( +r) E(I)V”( +7)
dr

[iv,. (L +r)" J

Sy, (U4 Xy, () -

I+r

| {iiv“ U+r) } -

P
1=1

L Y .
l:Ziv,iUH')" J ) )

Poniewaz:
D'U)=F i, ~M(U)
i=i
oraz
iiv,, (1+r)"
MU, )= 2L ,
v, (1+r)"
=0
zatem

dM(U,) __D*(U,) 05
’ dr 1+r ' '

Z zaleznosci (15) wynika, ze wartos¢ Sredniej wynikowego rozktadu opoznienia M(U) maleje wraz
ze wzrostem stopy wzrostu r..

Zbieznos¢ a stopa wzrostu

Twierdzenie 3. O zbieznosci rozkladu opoznienia wynikowego do rozkiadu jednopunktowego, gdy
stopa wzrostu r zimiennej niezaleznej rosnie do nieskoificzonosci.

Zatozenia Rozwazany jest model opdznicnia rozloZonego, o okreslonych podstawowych

parametrach rozkfadu opdznienia, w ktdrym wartosci zmiennej niezaleznej wzrastaja ze stalg stopa
wzrostu r.




Teza Gdy stopa wzrostu » zmiennej niezaleznej x rosnie do nieskonczonosci, rozktad opdznienia

wynikowego dazy do rozkladu jednopunktowego (opoZnienia prostego) o wartosci sredniej rozkiadu

opo6znienia wynikowego réownej najmniejszej wartosci indeksu znaczacego i, a wariancja rozktadu

opéznienia wynikowego dazy do zera.

Dowod Rozwazany jest model opdznienia:

n
Y= Z VX :v/,:,, x/—:‘, + vr.:d+lxt‘r‘,+/+"" >
i=0

ktory mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

. o w

-y - (i,

Y= TV %= LV X, (U4 =, Y, (T4
[ [y

1=¢

poniewaz:

x,=x, ()Y U =i i L+ 2,

(S

Wartosé zmiennej zaleznej spetnia nierownosé:

=i~ig)

©
Vi i, Sy =X, 2 v, (U4r) v
yig+l

i=iy

~0iy) Z
= xlAi,, i +x/—/., Z vlr (1+I‘)

Z uwagf na to, ze wszystkie wartosci wspdtezynnikdw opdznieniav,, 0 <v,, <1,i=0, 1, 2,.;:

= =G=ht) ke -
Vo Xy ¥, X v, Uer) TS x v, b T UH)
r=f

st

i ostatecznie:

1] (16)

Vi i xl'w £ Vi < x"’d (V’ i -

poniewaz:



Przechodzac do granicy przy » dazacym do nieskonczonosci, prawa strona nieréwnosci (16) dazy

do opdznienia prostego:

v, X

Pag =iy

o0 wartosci sredniej rozktadu wynikowego opoZnienia rGwnym parametrowi iy i zerowej wariancji.
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