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« La solution générale des équations algébriques ne va pas au delà du qua
trième degré. Les moyens les plus ingénieux, employés par les plus grands ana
lystes, pour résoudre généralement les équations algébriques d’un degré supérieur 
au quatrième, ri ont servi qu’à rendre la question plus compliquée : les plus heu
reux de tous ces essais ont été encore ceux qui, après de longs et d’inutiles détours, 
ont ramené leurs auteurs au point dont ils étaient partis. La raison de ce défaut 
absolu de succès n’est pas encore connue, et l’on ne peut assurer si le problème 
renferme en lui-même quelque condition inconnue, mais impossible à remplir, ou 
si, sans surpasser les forces de Γ Analyse en général, elle surpasse seulement 
celles de la nôtre, et si quelque géomètre des siècles à venir réussira peut-être à 
vaincre une difficulté qui jusqu’ici a paru insurmontable. »

{Arithmétique universelle de Kramp, n° 96, p. 70, publiée en 1808.)
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MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSKI. 17par conséquent, dans le cas présent,10.80 _ 010. 376 n _ 96 n 14 p _ »
B∣— ---------- 75 I>2 — -----------75 — ---------- 75 Bλ — ------- 75 B5— -----------.5 Bfi— /·1024 “ 1024 1024 1024 1024 1024Les fonctions alepli négatives étant zéro jusqu’à N[—(m—1)] inclusivement, on aura K[- 61 = -T⅛>

N[- ,] = --^⅛L l j (1024)'
xt- 8] = -7⅛(lo24)i, η Io6663296NL— 9] =------ 7---- 7T⅜ ’(1024)+v,r ι ∣275o68(∣o)5χ[-,θ]= + -(7U≠j-'
shi1]=+9→I⅛(lO2j)6sh,1^ι⅛5⅛,j (lO2∙4)7ι5ι664qi ∣o)13 ,'- l (ι024)8 ’r .,η 12.42∣54(10)l6χ[-,4] =------ ,,θ2jji......-,r e,, 2022556 (10V9x[-'5] = -—^4Pïï—;avec ces valeurs des fonctions alepli négatives simples, on calculera facilement les valeurs des fonctions aleph composées du premier ordre d’après la formule

X[p](,∕κ) = N(p)∙X(p + α)-X(p-l)∙N(p÷α+l),qui satisfont à la condition de l’égalité de leurs rapports, et, par conséquent, donnent, pour le facteur principal, l’équation du quatrième degré, dont les coefficients sont
n ÷i](i∕i)~.z N[-i4](i/i)_

4 N[7 + 1](√o)-1z⅛ -K[-l4∏l∕0)-z K[-,4].N(-i3)-K(-∣5).N(-12)
-'4---------κ(-.4)∙-S(- .5).χ(-,3)— = '4-3= ■=,
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18 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKLet, calculant de meme d’après la formule générale, on trouveraQ4 = g6 — X ∣4 — 68, Qs = 192, Qg = 256.On aura donc, pour le facteur principal, l’équation
O = .2? — 12.? -+- 68.c2 — 192.2? + 256,et pour le facteur complémentaire

o = xi — 2 j? -+ 4,dont le produit est effectiveinent l’équation proposée.Si l’on voulait décomposer ultérieurement le facteur du quatrième degré, on s’apercevrait que ni les fonctions alepli à exposants positifs, ni celles à exposants négatifs, ne satisfont à la condition de l’égalité de leurs rapports; alors il n’y a pas dans cette équation de racines qui soient plus grandes ou plus petites : elles sont donc toutes égales, et, en effet,Vz(.x'4 — 12 λ?3 -+- 68a;2 — 192 a;-t- 256 1 — xt — 6,z, + ι6='(∙r — 3 — f — 7) (.r — 3 ÷ ~ 7) ’Nous avons choisi à dessein ce cas singulier, parce qu’il se résout au moyen de la série récurrente régressive, c’est-à-dire par des fonctions alepli à exposants 
négatifs, et parce qu’il 11’est pas spécifié par l’illustre auteur de la méthode, sans doute à cause de la facilité de l’en déduire.Il ne faut pas cependant s’imaginer que le recours aux fonctions alepli à exposants négatifs soit absolument indispensable; il est clair, d’après la déduction de la loi, qu’on aurait pu arriver au résultat en poursuivant la formation des fonctions alepli à exposants positifs, en les poussant jusqu’au troisième ordre inclusivement; alors le facteur principal ne serait que du deuxième degré, tandis que le facteur complémentaire monterait au quatrième, et le travail se compliquerait fortement. Nous croyons utile d’en avertir ceux qui étudieront la méthode, parce que cela l’éclaircit éminemment, et ne se trouve pas dans l’ouvrage dont il est question.Quicokqle approfondira suffisamment l’exposé des principes constituant la loi primordiale de la solution de ce grand problème des Mathématiques saura bien se rendre compte de toutes les circonstances, puisque le reste n’a pour but que de faciliter les calculs. Et puisque, sans la résolution des équations d’équivalence, au-
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DEMONSTRATION DE LA LOI FONDAMENTALE
DE LA

MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI
POUR LARÉSOLUTION GÉNÉRALEDESÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DE TOUS LES DEGRÉS.Dieu est l’auteur de la loi de création·, mais e’est à l’homme à la saisir et à la formuler. C’est en cela que consiste manifestement tout le savoir, toute la philosophie, le but même de la création.Cette tâche finale, ce mérite suprême de l’homme a été accompli par l’incomparable génie de l’immortel IT. Wronski; il en publia le résultat en 1847, dans le second tome de la Réforme absolue du savoir humain.Muni de cette loi toute-puissante, ce savant extraordinaire aborda la Science en elle-même, et, comme garantie de la vérité de sa découverte, il a produit la loi SUPREME DES MATHÉMATIQUES.Voici en quels termes les commissaires de l’Institut de France, l’illustre Lagrange (, ) et Lacroix, ont apprécié l’œuvre de Wronski, dans leur Rapport lu à la Classe des Sciences, le i5 octobre 1810 (2) :« Ce qui a frappé vos Commissaires dans le Mémoire de M. Wronski, c’est qu’il tire de sa formule toutes celles que l’on connaît pour le développement des fonctions (c’est-à-dire toutes les Mathématiques modernes) et qu’elles n’en sont que des cas très-particulier »On conçoit qu’aucun problème mathématique ne pouvait résister à cette toute- puissance scientifique. En elï'et, le célèbre problème de la résolution générale des équations algébriques de tous les degrés, dont la solution fut vainement cherchée par les mathématiciens les plus renommés, fut résolu par Wronski au moyen de trois méthodes difièrentes, qu’il a publiées en 1847 dans le tome III de la Réforme 

du savoir humain, et dont malheureusement il n’a pas donné la démonstration.
(,) « Le plus grand géomètre après Newton ·». suivant lord Brougham, membre de l’Institut de France. Voir sa Dissertation sur Newton.(2) Voir le Moniteur universel Au iü novembre 1810. I .
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6 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI.Γ,ομμεντ se fait-il que cette publication, bien que faite depuis près de trente 1J années, soit pour ainsi dire restée inaperçue? Faut-il dire qu’il y a de la part des savants indifférence pour la vérité? Faut-il admettre que ce haut produit de l’esprit humain soit prématuré et dépasse les limites de l’intelligence contemporaine ?Une telle conclusion ne saurait être la nôtre. Nous préférons admettre que l’esprit moderne ne saurait accepter de vérités sans que la démonstration n’en soit mise à côté, et que l’illustre auteur de la Réforme du savoir humain a préféré donner une formule, en laissant à la postérité le mérite d’en trouver elle-même la démonstration.Les lignes qui vont suivre ont pour but de donner cette indispensable démonstration. Espérons que, après qu’elle aura été fournie, l’œuvre du maître ne saurait plus rester dans l’oubli.Soit proposée l’équation générale du degré m, savoiro = xm —A1∙rw-1 + A2aτ"l-i- A3.r,M-3+ . . + (— ι)"'AwJ7θ,dont les racines sont x,, .r2, ∙r3, . . ., xm.Formons, avec la somme de ces racines, les puissances consécutives en remplaçant par l’unité les coefficients du développement, et dénotons, par la lettre alepli X, cette sorte de fonctions, lesquelles, pour m = 3, seraient ainsiX(θ) = l, , . , .K( I ) = x1-f- x2 + <r3,
H(2) = x∖ + x2 ÷ xi3 ÷ ∙r1∙r2 + ∙^1∙⅞÷ *2∙γ3,N(3) = X3l ÷ x2 ÷ X33 + x2l x2 + x2 x3 ÷ J^ιXj + Xlx23 + x22 x3 -+- x2xl + 1r1.r2Λ-3,

et, puisque ce sont des fonctions symétriques des racines, elles s’exprimeront toujours au moyen des coefficients des équations, quel qu’en soit le degré m.Considérons d’abord leur exposant comme positif, de sorte que, en le désignant par n, la génération médiate des fonctions alepbs, les unes par les autres, est très- simple d’après la formule(«) N(cτ) == A1 K (σ — I) — A2 N (ct — 2) ÷ A3 K(σ — 3)... ÷ (— 1 )"l~1 A,w N (σ — w). . ., comme on peut le vérifier facilement.Or, si l’on forme avec les racines de l’équation proposée x∣, x2, X3, lafonction alepli du degré q, on aura, en la développant,
N (7) — x↑ + X↑~i N (∙r2 + 'r3 · · ■ + xm} + ∙ri~* K (λ⅞ + *3 ∙ ∙ ∙ ÷ x,n}i ÷

+ xi[~z N (a?2+ x3 ... + .rm)3+ . . -+- r, x (x2 + x3 . . . + Xmf~i ÷-t-.r" N(λ⅛-÷- λ⅛ . . . ■+· x,mf∖,
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MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSKI. 7les exposants des parenthèses désignant les degrés par rapport à la caractéristique aleph.On obtiendra de même
K J⅛ --  1 ) — ∙r i 1 ^÷^ ∙2*U2 K (λ72 + ∙⅞ · · - H- ¾ + Xtt~3 K (∙r∙2 ∙÷^ ∙r3 , ∙ ∙ +∙rzw)2 ^+^

+ X (∙r2 + *3 ∙ ∙ ∙ + ⅛)3 + . . . + ^ S(j,+ X3. . .+et, en divisant la première expression par la seconde, il vient 
K (7 ι __ | N (ji2 -f- ∙t∙Α ∙ ∙ - 1

K(ç — ∙).^~ * N^ι + -r2÷∙r3 ∙ ∙ ∙ ∙*∕n)''^1Ce quotient est donc plus grand que la racine χl. Mais si, en augmentant l’exposant q, le rapport des fonctions aleph consécutives devient constant, le second terme du quotient disparaît nécessairement, et la racine .r, se trouvera exacte. Ainsi la condition déterminante de la racine cherchée est l’égalité des rapports
MM + O

M(7-∣) KM ’c’est-à-dire l’équation θ = κM2-κ⅛-,)∙K(7÷ ·)·Cette racine sera toujours la.plus grande, puisque c’est en réduisant le surcroît du quotient qu’on l’obtient. Telle est aussi la raison de ce que, dans la méthode de D. Bernoulli, le quotient de deux termes consécutifs élevés de la série récurrente, formée avec les coefficients de l’équation, donne sa plus grande racine.Il en résulte qu’en divisant Γéquation proposée par le rapport des fonctions alepli consécutives suffisamment élevées, on obtiendra deux facteurs, l’un du premierdegré, l’autre du degré (zzz— 1), inférieur d’unité de celui de l’équation proposée. C’est le facteur principal constituant la loi de la solution de ce grand problème.Soit donc proposée, pour la détermination des racines inconnues z, l’équation générale du degré ni,

o = zm — A1zm-1 + A2z'"-2 — A3z"'-3. . ÷ ( — ι)"lA,nz0jon aura, en vertu des fonctions aleph, pour la décomposition de cette opération en scs facteurs, l’équation générale du degré inférieur m — 1, savoir
o = zw~1 — P2z"i-'2 -+- P3z'"~3 — P4sw-4. . . + ( — ι)"'jlP,nΛ
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8 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI.dont les coefficients P2, P3, ∙ ∙ ∙, Pzw se détermineront par la division∑m — Λ1 -+. A, zm~, — A3 zm~3. .. ÷ (— 1 )mAmi∙∙0 _ N (y)
_ zm , ><⅛) s-. ^- n17~,________________________________*G~* 1) z,n_, _ A,>x<yj-N(V - J_ a∣ K(y — Q— N(y) _m_, «1/7Nçy —i)· ’ A,N(y'-A, N(y+ 1)+K(y÷2)—Ξ  — -------------------------3" . .. 4-ou en remplaçant N ( y —-1 ) par N ( y ), dont le rap- K < y )port cstπonstant par hypothèse, ou à --------------s* Γ÷^(—ι)m-'A,1-, N (y)— Alt-5X(y -h i).. ,-plA,~*Γ(^y)~- X (y ÷ 1) 1 -ι'∣t÷t,AπN(y-^Λ∙-ι)__________________ LoN (y) ~ κ<y,et A,tl(y-1)-A,N⅛) + K(y + 1)κ(y-')donne aussi, AiX(y) — A, X(y-t-Ι)÷ KG ~u '2L„_,N (y)

On aura ainsi, pour les coefficients de l’équation réduite au degré (zzz — 1), la détermination,/ P2K(7)=A1N(7)-K(y + 1),1 P3K(<7) = A2X(y)- Aιχ(i + ι) ÷N(7 + 2),pj∙> · ] P$ K (7 ) — A3X q ) A2 X ( 7 -+- 1 ) -I- A1N ( q -t~ 2 ) N// + 3),
I P1χ^'7) = A,x.1X(fy) — Aiλ-2(7 ÷ 1) + Aμι.3X(7 + 2). . .\ + ( —ι)μ+1A0H(7 ÷fx-1);c’est la formule donnée par Wronski, sans déduction, et numérotée (23).Elle se transforme facilement, en y mettant pour H(7 -H 1 ),N('∕ ÷ 2), . . .leurs valeurs données par la formule générale («) des fonctions alepli, comme il suit : 1/ P2X(7) = A2X(7 — 1) — A3N(7 “ 2) + A4X(7 — 3].. .÷+ ( — ι)z"A,,l X[7 — [m — 1 )],

P3 X(sr) = A3^(7 — 1) —A4 H(7 — 2) + A5X(7 — 3).. .÷+ (∕∕z-2)],(21) ∕ ptN(7)=zA4N(7-ι)-A5N(7-2)÷A6K(7-3)...÷
I +(-1)nl÷iAmN[7-(^-3)],
I Pjx N ( 7 ) ~ A∣x X q --  I ) --  Aμ+[ N (7 — 2 ) ^+^ A∣λ+2 H (7 --  3 ) . . . -+·
' + ( — 1 ),"-f^ι*A,,1 N[<7 — (zzz — j* + 1)];
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MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRO∖SKI. 9c’est la formule portant, dans l’ouvrage sur la Résolution 'générale des équations 
algébrit/ues, le nθ 21, mais aussi sans déduction.On choisit, entre ces deux formules (21) et (¾3), celle qui convient mieux aux circonstances.Maintenant, si avec les racines xl, <r2, zr3, . . ., x,,i de l’équation proposée, au lieu des fonctions alepli à exposants positifs, on forme ces fonctions à exposants négatifs, on aura, pour la fonction $( — p), en la développant, l’expression

N[—p] = ∙*Tp — tf(.r2 ÷ .r3. . . + .r,n ) ÷ .r∕P~2 }<(.r2 + .r3 . . . + .r,,, )2— ,r7f~3 (.r2 + .r3. . . ÷ ∙τz,j)3 + . . . à l’infini ;
les exposants des parenthèses désignent les degrés des fonctions alepli et non leurs puissances.On obtient de mêmeN[ —p —i] =.r-P-* — .ζγΡ-2 K (./■«,+ .r3. . .÷.rzzι) ÷^7e~3N(.r2 ÷ ∙⅛ ∙ ∙ ∙ ÷ ⅛ ),— -c7P-', X(∙z,2 -f-,r3. . . ÷ .v,n)3 + . . . à l’infini.

Ces deux expressions, l’une et l’autre, sont infinies; mais les quantités infinies varient, de sorte que, en divisant la première par la seconde, le quotient
N[-∕>]—-—----- , — — j∙1 — mN[ —p — «Jsera plus petit que la racine ,r∣, en désignant par m la partie due à la différence des quantités infinies. Et, puisque les fonctions aleph négatives se déterminent exactement d’après la formule

N[-p] = B1N[Hp-ι)]-B2N[-(p-2)] + B3N[-(p-3)j.. b 4-(-1)"'-iBznX[-(p-zn)],
en formant les quantités auxiliaires

B^m—1 T, -^rn-2 1, Azzz--3 t>
1 = —?------- > ,>2 = —------  5 J>3 = λ------  ’ · · · » = T- ’A∕∕z Azrt Affl Afnleur rapport se trouvera déterminé.Or, si en augmentant l’exposant en sens négatif le rapport des fonctions alepli 

!..
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10 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI.consécutives devient constant, la partie du quotient —m disparaîtra, et la racine .r, aura sa détermination. Ainsi la condition déterminante de la racine cherchée est Légalité des rapports NE--f>] (.°~,)]
N[-(p + i)1 NE-?] ’c’est-à-dire l’équationo=S[-p]≈-X[-(p-,)]S[-(p+.)].Cette racine sera toujours la plus petite, puisque c’est en réduisant le reste dans le quotient qu’on l’obtient. Donc l’explication de la méthode de Bernoulli, parla raison que les hautes puissances de la racine la plus grande font disparaître les puissances des racines plus petites, est très-inexacte, puisque, dans le cas dont il s’agit, ce sont les puissances de la plus petite racine qui font disparaître les puissances des racines plus grandes.Il en résulte qu’en divisant l’équation proposée par le rapport des deux fonctions alepli négatives consécutives, suffisamment élevées, on obtiendra deux facteurs, l’un du premier degré, l’autre du degré (zzz — i) inférieur d’une unité de celui de l’équation proposée. Ce sera le facteur principal exprimé au moyen des fonctions aleph négatives, constituant la loi de la solution du problème. Un conçoit que, de cette manière, on pourrait appliquer la méthode de D. Bernoulli et son extension par Euler, basée sur les séries récurrentes progressives, avec le même succès, au moyen des séries récurrentes régressives, parce que le principe s’en trouve dans les fonctions aleph.Mais le succès de cette solution n’est dù qu’à la circonstance que dans l’équation proposée se trouve une racine plus forte ou bien une racine plus faible que toutes les autres.Cela manquant, le rapport des fonctions aleph est tout différent, et ce rapport n’est plus la racine de l’équation proposée.11 en résulte nécessairement que, dans l’équation proposée, il y a au moins deux racines égales, réelles ou idéales, les plus fortes, si ce sont les fonctions aleph à exposants positifs qui sont en défaut, ou bien deux racines égales, réelles ou idéale q les plus faibles, si ce sont les fonctions aleph à exposants négatifs qui ne se prêtent pas, ou, enfin, qu’en même temps s’y trouvent deux racines égales, les plus fortes et les deux plus faibles, réelles ou idéales, si les fonctions aleph à exposants positifs ou négatifs ne peuvent pas servir.La raison en est que, avec l’accroissement de l’exposant des fonctions aleph, le nombre des termes contenant ces racines égales croit progressivement.
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MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKT. 11En effet, si — j?2, on aura manifestement N( 1 ) — 2,z'1 ÷ .r3 . . . + Λr,rt,N(2) = 3.Z·’ + 2J71 N[λ⅛. . . + ∙Γzzl] + N[∙⅞∙ ∙ ∙ + ∙rzzι]%X(3) = 4-^î + 3.r’ K[τ3. . . +*,„] + 2∙r^3 . . ÷∙rz,l]2 +K[λ⅛. . . + J^]3,
N(?) = ⅛ + l)∙^ + qx↑~l N[∙⅛∙ ∙ ∙ ÷∙*,w] ÷

+ (7 — l)^j-2N[¾∙ ∙ +∙rzn]2 ÷ ∙ ∙ ∙ + K[∙r3∙ ∙ ∙ + *z»]7·

Donc le rapport —τ ne sera plus une racine de l’équation proposéej et, la 
N (7 — Udivision de l’équation proposée par xi — ne sθ ^a^sant Pas exactement,le quotient résultant ne sera pas égal à zéro, mais bien à une certaine quantité r, c’est-à-dire qu’on aura alors l’équation

r = zw-ι _ P2z'«-2 + p3z'"-s _ P4z"≈-4. . . + ( — ι)w-1Pzzt2θ.Observons maintenant que les rapports des fonctions alepli consécutives actuelles convergent vers un rapport constant, de sorte qu’cn élevant leur exposant d’une unité et divisant l’équation proposée par aq — ---y--? on obtiendra un nouveauquotient avec la même différence, savoir :
r = z'"-ι - ( P2 ) z"≈-2 + ( P3) 3m-3 — (P4) 3w-4 ..· + (- 1 )"i~1 ( Pzzl) z°,en dénotant par (P2),(P3),(P>)...........(P™) les coefficients du second quotient,l’identité de-la quantité /^r^subtajit.ffe.la^mistance du rapport entre les fou étions alepli consécutives. Si donc on retranche la première de ces deux équations de la seconde, on obtiendra

O = Z"1-2 — Q3z"ι~3 + Qiz"i~4 — Q5z",-5.. . + ( — l)mQzztZθ,

f p ) p. (p, 1  p,équation dont les coefficients seront Q3 = y----- —-» Q4 = y—ι-(--- —G . . ., et
(i2j-h (P2) — "2

I p,J_ p,χgénéralement Qpι = —ιy-------5 et l’on aura ainsi le facteur général de l’équationproposée, inférieur de deux degrés, savoir, du degré (m—2). Les coefficients Q3, Q,, .. . s’obtiennent directement en mettant pour (P3), (P2), · · · > 1%, P2 leurs valeurs données par les formules (21) ou (23), c’est-à-dire au moyen des fonctions alepli simples, lesquelles, en se combinant, produisent les fonctions
www.rcin.org.pl



12 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL VVRONSKLalepli composées du premier ordre, d’après la formule^[fd(1∕α) — ^(p)^(p + α) — ^(p — l) N (p ∙÷∙ a -t” I ),en désignant ainsi par le premier membre cet ordre de composition formé de quatre fonctions alepli simples.Avec ces fonctions alepli, composées du premier ordre, on construit les coefficients Q3, Q4, . . ., en vertu des formules (21), comme il suit :Q3NÎ7 + 1∏√θ) = A3N[7](ι∕0) — A4N[<7 — 1](1∕1) + A5N[7 — 2](ι∕2).. . ÷ . + ( — ι),"-3AwN[tf-— 3)](ι∕∕w — 3),Q⅜N[<7 +ι](∙i∕°) = a4 N [7] (i/o) — As N[<z — i](i∕i) ÷ A6N[<7 — 2] (1/2). . .+ ÷ ( —ι)w^4Aw — [m — 4)] (i/zn — 4),................... .... ....................................................................................................................... ?et généralement3 ( Q^[<7÷i](√o) =AliN[7](j∕0)--Aiλ+1N[<∕-iJ(i∕i)÷A11+2N[7-2](1∕2)
9 ( .·.·+ ( — i)'"~iaa,,1Vs[2 — (m~ f)](i∕"2-p);

ou bien, en vertu des formules (23),Q3N[7 + '](ι∕0) = M[3 ÷ ι](ι∕o) — Ao NÎ7 ÷ ι](√ι),Qi N[? ÷ ’](i/o) = A.2 X[? + ,](ι∕0) — Ai N[? + i](i∕i) -+- AüN[ç ÷ ∣](1∕2),
et généralement, j QiχN[7 + 1](ι∕0) =Aμ,2N[7 ÷ ι](ι∕o)-- A,λ-3K[7 + i](i∕i)÷ l'l ί ÷ Αμ_4Ν[<7 + 1](1∕2). . . + (—ι)∣tA0X[7 + ι}(ι∕fz--2),on choisit entre les deux systèmes, (3q) et (41)? celui qui donne les expressions les plus simples.Pocn que l’équation proposée puisse se réduire au degré (zzz — 2), il faut, selon tout ce qui a été dit, que les fonctions alepli composées du premier ordre convergent vers leur rapport constant, savoir, qu’à un degré suffisamment haut, elles arrivent à l’égalité

H[p] (1/?) _ N[p + ÷ ι](ι∙∕≈⅞).
N[p—f](’/<?) ~ N[p÷i3](1∙A⅛)
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13MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WKONSRLsi cela ne se réalise pas, ni avec les exposants positifs, ni avec les négatifs, l’équation n’admet pas le facteur du degré (z/z — 2), et il doit y avoir trois racines égales les plus fortes, et, en même temps, trois racines égales, réelles ou idéales, les plus faibles.En effet, dans le cas où l’équation proposée a ses trois racines égales a?, = a:2 — a,3, on aura manifestementN(θ)≈I,
N 1 ) — 3,z,, + .r4 . . . + xm,N(2)=6.r2 -+- 3.r1 N(ar4+ . . .x,n} + X(¾+ . . . ÷∙r,,t)2,N(3) = io.r·’ ÷6∙rl N(∙r4-+ . + x,n ) ÷ 3xl K (.r4 ÷ . . .xm)i +-+- N (#4 + ∙ ∙ ∙^zn)3,..................................................................................................................» · 9et généralement

+ (*∙→)∙÷a⅛→÷* + + ... +2+ N(∙n +¾... + ⅛)ules exposants, sur les parenthèses, désignent l’ordre des fonctions alepb, non leurs puissances.Donc, le rapport étant tout différent, ne fera plus l’équation réduitedu degré (z/z— 2) égale à zéro, mais bien à une certaine quantité /·, c’est-à-dirc qu’on aura alors l’équationr1 — z,,l~2 — Q3z"l-3-bQ4z"l-l — Q3z"i~s. . .( — ι)"lQ,nzθ,Mais observons que le rapport entre deux fonctions alcpli consécutives actuelles converge vers un rapport constant, de sorte que, en élevant leur exposant de 1, on doit obtenir une nouvelle équationΓ1 = z—2 - ( Q3 ) Z—3 + ( Q, ) 3—'* _ (Q5) z"'~5. . . ( - I )'“ ( Q,,l ) 3°,en dénotant par (Q:i), (Q⅞), (Q;>)i · · · ■> (Q/«) ^es coefficients de cette seconde substitution, l’identité de la quantité /·, résultant de la constance du rapport entre les fonctions aleph consécutives actuelles.
www.rcin.org.pl



14 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSKLEn retranchant la première de ces deux équations de la seconde, on obtiento = zw"3 — R4z,m-4 ÷ Rszw~s — R6z"'-fi. .. ÷ ( — ι)"l~1Rmzθ,équation dont les coefficients serontn _ (⅜.)-Q> „ _ i'Qi)-Q. „ _ (<?«) — <?«
*~(Q,)-.Q1, s-(Q.)-Q,, ‘ (<⅛)-Q1 ' ’et généralement B _ (Qμ)-Q,

μ- (q3)-q3,On aura ainsi le facteur de l’équation proposée, inférieur de trois degrés, savoir du degré ( m — 3 ).IA même raison régit nécessairement les résultats qu’on obtient au moyen des J fonctions alepb à exposants négatifs : il est inutile d’y revenir.Les coefficients Ri, R5, . . ., Rzrt s’obtiennent directement en mettant pour (Q3), 
(Q4), . . ., Q3, Q4, . . . leurs valeurs données par les formules (39) et (41)? c’est-à-dire au moyen des fonctions alepb composées du premier ordre, lesquelles, en se combinant, produisent les fonctions alepb composées du second ordre, d’après la formuleN[p](2∕α1.α2∕∣3) = N[1o] (l∕α1). X[p + β](l∕α2) — N[p — ·] ( l/«i ) ∙ N[f> + β + i](ï/«2),en désignant ainsi, par le premier membre, cet ordre de composition formé par quatre fonctions alepb composées du premier ordre.Avec ces fonctions alepb composées du second ordre, on construit les coefficients Ri, Rg, . . ., R,w, en vertu des formules (39) et (4i), comme il suit :R1λ∙N[7 + 2](2∕0, 1/ — ) = Aii.K[<7 + ι](2∕0,0∕0) — Aμ+1. N[i](2∕ι,o∕ι) +÷ Aμ+2.‰ — ι](2∕2,0∕2)i. .+4_ ( _ 1 )"'+∣iA/n. X[7 — (m — — 1 ) ] [a/(m — iz, o/w — a)]ou bienRiχ ÷ 2] (2∕o, 1/ — 1 ) = A,_3 X[7 + 2] (2/0,1/ — 1) — A1a_4 N[<7 4- 2] (2/0,2/- 1 ) ÷ Aμ-sN[7÷ 2](2∕0,3∕--ι)...+÷ ( — ι)m+1A0 N[tf + 2] [2/0, (iu- 2)/— 1].On choisit entre ces formules celles qui conviennent le mieux.

www.rcin.org.pl



MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSKI. 13Et, puisque l’égalité entre deux rapports des fonctions aleph actuelles forme précisément l’égalité entre deux rapports des fonctions aleph composées du second ordre, la condition de la décomposition dont il s’agit estH[p](2∕¾ι,κ2∕pι) _ _ X[p + 7 ÷ τl(√o⅛,¾4∕l3¾)N[p-1](2∕α1>κ2∕i51) - N[p ÷ ?](2/«3,«4/&)
Ces fonctions aleph composées, bien qu’elles paraissent se compliquer, ne sont rien autre que des fonctions aleph simples, formées avec les coefficients de l’équation réduite précédente; et l’on conçoit que, sitôt que leur rapport devient constant, l’équation s’ahaisse d’un degré immédiatement en formant le facteur principal; mais, pour plus de clarté, nous l’avons démontré d’une manière explicite. Si le second ordre ne satisfait pas à la condition voulue, il faut recourir au troisième, puis au quatrième, etc., et l’on arrivera nécessairement à la solution définitive.La démonstration est donc complète et si élémentaire, qu’il suffit d’avoir quelques notions d’Algèhre pour la comprendre, et cependant c’est un des plus hauts problèmes des Mathématiques.Au moyen des fonctions aleph composées du second ordre, on résout l’équation , du sixième degré la plus complexe, qui ne se décompose qu’en deux facteurs du troisième degré, et, poursuivant, l’équation du septième degré qui n’admeltra que la décomposition en deux facteurs du troisième et du quatrième degré, les autres cas étant plus simples.De même, par ces fonctions composées du troisième ordre, on résoudra les équations du huitième et du neuvième degré; par celles du quatrième ordre, les équations du dixième et du onzième degré; par les composées du cinquième ordre, on résoudra les équations du douzième et du treizième degré, et qu’on ne saurait songer à résoudre par aucune autre méthode.IA loi de la solution est une et universelle ; elle consiste dans l’expression du fac-Jleur principal du degré — 1), savoir

O = 3"l~1- P22w-2 +Pzm-3- P43w-4...÷ (— l)P,nZθ,
dont se déduisent tous les facteurs ultérieurs; mais, donnée sans démonstration, elle restait incomprise. Cependant, quelle admirable simplicité, quelle facilité dans l’exécution des calculs, au point qu’on peut sûrement affirmer que la résolution des équations algébriques des degrés supérieurs ne réussira pratiquement que par cette méthode! Elle porte le double caractère, numérique et algébrique,
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•16 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI.parce qu’il faut (l’abord constater numériquement la constance du rapport des fonctions alepli de l’ordre correspondant ; mais, cela fait, l’expression des facteurs de l’équation donnée est rigoureusement algébrique; c’est pourquoi elle est dite téléologique. Il est facile d’en déduire les méthodes connues pour la solution des équations du quatrième degré de Ferrari et d’Euler, qui, en réalité, ne sont qu’une espèce de divination, un succès du tâtonnement algébrique, tandis que la méthode téléologique est basée sur son principe rationnel et universel.Bien plus, et c’est une remarque d’une haute importance philosophique : quelle que soit la solution d’un problème mathématique, elle peut et elle doit toujours se ramener à Ja forme universelle, puisqu’une quantité déterminée, n’importe son expression, a nécessairement sa génération fondamentale unique. Par conséquent, quelque différente que soit la forme de la solution directe, fondamentale ou philosophique, ou même la solution des équations algébriques, dite finie, elle doit être ramenée à la même forme universelle constituant la solution téléologique, et elles ne formeront définitivement qu’une même solution.N οίκε unique objet n’étant que la démonstration pure et simple de l’importante loi en question, nous n’insisterons ici, ni sur la réduction des équations à leur forme normale, où le dernier coefficient est l’unité, ni sur la transformation ayant pour objet l’écartement des racines trop rapprochées, ni sur d’autres circonstances, utiles sans doute, mais qui ne sont que des accessoires parfaitement exposés dans l’ouvrage sur la Résolution générale des équations algébriques de 
tous les degrés : c’est là qu’il faut les étudier.Mais il ne sera pas mal à propos de donner un exemple de cette solution sur une équation du sixième degré, insoluble par aucune méthode connue, telle que celle-ci : o — a?6 — ι4.r5 -b 96x4 — 3lj6^3 -+- 912 .r2 — 1280.r + 1024.En construisant d’abord les fonctions alepli à exposants positifs, on s’apercevra aisément que ces fonctions, soit simples, soit composées du premier ordre, ne satisfont à la condition de la constance de leur rapport; il faut donc recourir aux fonctions alepli à exposants négatifs.Leur construction se fait d’après la formuleK[-p]==BιX[-(p-ι)]-B2K[-lp-2)] + B3N[- (p-3)l...-i- + (-1)'"-‰N[- (f>-m)],en formant auxiliairement les quantités

T) __ — l JJ   -A/zî-2 n Aw_3 ___ -A0   IB1-——5 B2_- —, B3 = ——-, B„t_ —_ —,
rι∕∕i Άηι -λ ni r*nι x* ni
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MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE IL WRONSKI. 19cune intégration des équations ne saurait s’effectuer, à quoi se réduisent-elles ce Mathématiques imposantes? Presque à rien, à bien peu de chose, à Hes puérilités de nature à embarrasser les écoliers et à former un vain prestige aux savants professeurs. Mais qu’une Faculté des Sciences, libre ou officielle, n’importe sa qualification, parvienne seulement à s’élever aux hauteurs des solutions universelles, elle verra bientôt tout s’incliner devant elle, tout se hâter à suivre ses traces. Toute opposition s’y briserait, parce que c’est le pinacle de la culture intellectuelle, parce que ce n’est que cela qui est rationnel.H. Wronski, avant de descendre dans sa tombe, avait imposé à la postérité savante les trois obligations suivantes, à savoir :i° La démonstration de la solution de la congruence fondamentale
æm =≡ a ( mod. = M ) ;2° La démonstration de la loi primordiale dans la méthode téléologique de la résolution générale des équations de tous les degréso = z"'~1 — P2z'w-2 ÷ P3z,"-3 — P4zz"-4. . ÷ ( — ι)"1-1Pwz053° Enfin la démonstration ues iois londamentales pour la solution finie des équations algébriques0 = ⅞φ*÷ ι]∩u-X[n]Ω)+S[n-1]∩2-X[« — 2]∩3. . ·( —ι)ω",N[ι- "Q∩ω,,i, o — fcψι + 2]∩0-1 ]∩1+N[λ]Ω2-l]∩3. . ( —ι)ω",N[2--w]∩ω,,,, o = K[rt + 3]∩0-X[n + 2]il1 + X[n + i]ω2-N[λ]∩3. . ( — i )ω"'N[3 _ ra]∩ωw,o -~= N [ n + m ] ∩0 — N [ η Λ- ni ~ 1 ] ∩1 + X [ « ÷ zn — 2 J ∩2 — [ n + m — 3] û3. . . (-ι)ωwH[o]∩ωm.Nous avons donné, en 1872, la démonstration de la loi de la congruence fondamentale, en déduisant la génération du résidu n de la racine x et du module M (4 ).Actuellement, nous présentons la démonstration de la loi primordiale de la résolution téléologique des équations de tous les degrés, en déduisant d’abord le facteur principal par la détermination des coefficients P2, P3, Pi, . . ., P,M, et en-

(1 ) Bükaty, Déduction et démonstration de trois lois primordiales de la Congruence des nombres consti
tuant la troisième loi de ΓAlgorithmie donnée par H. Wronski. Paris, Amyot, 187.3.
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20 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSRLsuite le facteur réduit par la détermination des coefficients Q3, Qi, Q.;, . . ., Qwz, et ainsi indéfiniment.Dans l’avenir, nous essayerons la démonstration de la célèbre résolution finie des équations algébriques de tous les degrés, qui certes n’est pas impossible. Le savoir en indiquera la voie, quand même le terme serait dans l’infini.

4977 Paris. — Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, quai des Augustins, 55.
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