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AVERTISSEMENT.
Dans son ouvrage sur la Réforme des Mathématiques, M. Wronski présente, sous le nom de Méthode primordiale et universelle, des considérations analytiques fort remarquables; mais exposées d’une façon obscure et incomplète, elles sont à peu près inintelligibles pour ceux qui n’ont point approfondi ses ouvrages antérieurs.Bornant l’application de nos formules au cas particulier de l’intégration des fonctions de a;, nous avons essayé de présenter cette méthode à notre manière. Nous croyons en avoir abrégé les formules et simplifié la notation. Enfin nous avons trouvé, par une voie simple et facile, l’origine des fonctions fondamentales P, que M. Wronski s’est contenté de poser sans en donner la déduction.Nous ne pouvons indiquer ici les principes généraux sur lesquels cette méthode nous semble devoir reposer, et qui ne sont pas ceux de M. Wronski. Nous nous proposons de les exposer dans un ouvrage sur la philosophie des mathématiques, que nous comptons publier prochainement.
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MÉTHODE GÉNÉRALED’JjNTËGR ATION.

Soit F'a?une différentielle donnée.La fonction primitive Frpeut être supposée égale au produit d’un nombre déterminé de facteurs, et cela avec une approximation d’autant plus grande, que le nombre de facteurs lui-même sera plus grand.Admettons donc que, pour une valeur particulière de la fonction, nous ayons
(1 ) } H J 2, J 35 y 4r · · 1 yrset supposons que a augmente de (zr — u), il viendra1 Fλ7=[z,-(^- «)] lZ≈-(∙≈ -«)][Ζ3-(^-«)]·.·[?·π-(.χ-η)| (a) i = Ac, — (a· — a) Ασ_, + (a? — a'1'- Ao_, — (x — a), A 3...[ (-ift^-afA,,Ao étant toujours égal à l’unité. Ou bien encore, en vertu de l’équa- tion (i),(3) Fx = Fα Γt - (æ- - a) + (x - a)’ ½p3 te-fl)σK∣∙

L ^~ Aw AσJMais Frt.
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( 6 )développé par rapport à (jr — «), donne' 4 ) Frt — Fjc — Fiυx (x — a) ·+· F(2)x (x — a)2 — F(3)x (x — λ . Remplaçant cette valeur de Fa dans l’équation (3), nous obtiendronsΓ,-(x-β)⅛=ι + (Ar-a)∙⅛=-a 1(5) l∙-.r=l ! \ ■> Âjy — 3 z ∖σ ∕ ∖ rs ^∙oL —∙-ι-') (∙r-fl)X [Fjc — (x — Λ)FiυΛ, (x — a}i F(2)x — (.r — a)3 F(8) x ÷... ;effectuant la multiplication,Fx = Fx - [Aσ F<,∙,x + Aσ-1 Fx] -+ [ Aσ F(2)x ÷ Aσ _, F(,)x + Aσ_2 Fx] ---- f Ao F⅛ ÷ A„_, F∣a>x + An_ 3 F<,>x + A„ ._ 3 Fx]1 j Aσ
(- 1)= [Ao Fwx + A„_ , F'σ->x + A„_, F’-‘.r... + A0Fx] ⅛<A 37(-ιΓ+,[As>',+'⅛.÷ Aπ-,Fwx + Aα-.jF(≈-l)χ... + At,F<"x]⅛=-⅛-'A 37A 37
d’où nous tirons les équations

I
Aσ Ffσ+,<x + Ασ_ 1 F(ct)x + Aσ'-a F(o“l}x + ... Ao F(,) = o, AσFiσ÷^x÷ Ασ_, Fiσ÷0x + Aπ-2F⅛ + ... A0F^= o,

AσFcσ4-^x÷ Aσ-lF<σ÷2>x + Aσ-2F°3÷,>x + ... A0F3>= o,•Aσp<2σ∙'x +Aπ-,Fι2σ^⅜ + Act_æF(w_2)x+ ... A0Fσ= o,qui serviront à déterminer les τscoefficients A1, A2, A3,..., Aσ en fonctions des différentielles connues Fiυx, F(2)x, F(3)x,.. , F'2σ,x.
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( 7 )Ainsi, pour - σ = i,nous aurons(7) AtFl¾ + Fυzr∙= o;d’où
A F(t)*'8) a' = ^F⅛'Pour

τs = 2,nous pourrions prendre les deux équationsA2 F(3)jc -l- A, F(2)j? + F(1)zr = o, A2 F(4)ôc ÷ A1 F<3jx ÷ F(2)x = o ;mais il est mieux d’éliminer par différentiation.Ainsi la première de ces deux équations(9) A2F(3)js-+ A1 F(2)jr + Ftυ0C = odivisée par Fm<r et différentiée, en ayant soin de diviser chaque différen tielle par son nouvel indice, de sorte que
pC,z) -χ∙ — d‘ t X

I . 2 . . . fX dxdifférentié donnerait (∕z-+-l) √ z^bl F XF oc =----------------------— ·,
1,2... ( jt + l) eta∕z "+^1nous aurons

. ∕F(j>x∖" ∕F(,)λ7∖za* ∖F'‰∕ ^+ ∖Fω∖r) ~~ θ,c’est-à-dire,
. [(F'2),r)'2—FC2) x FC) x ] FWxFi’à:— FC)χFθjc

’ (Fi¾Γp 4 ~ (F<3⅛)i “ °‘
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( 8 )d’où
, ∙. v F'3^F(s>ΛΓ--  F('hF(4h^1°', ' ,- ΓF(3)^]2 — F(j)zrF(4^On calculerait cette valeur de A1, et l’ayant substituée dans (9), nous en tirerions la valeur de A2.De même, pour

tx = 3,nous prendrions l’équation(11) A3 F'⅝ 4- A2 F(3)zr 4- A1 F 2'lx + Ft*,zr = o ;divisant d’abord par F(4).t, et différentiant de la manière convenue, il viendraι A2[(Fι4∙i vτ)2 — F(3) x F(5)jr] 4- A1 [F(4) x F(3) x — F(2) x F(5) λ,]7 f 4- J F(4)a? Fi2hτ — F'υ x F'5∖r] = o;divisant de nouveau par (F(4) x )2 — Fw x F(5) x et différentiant, nous obtiendrons. a [F⅛f-F(3)λ∙T(5)λ][F(4⅛F(3⅛-F!⅛F(⅛]-[F‰F‰-F(l⅛F(5⅛][F(4⅛F(s)χ-F¾F<¾ji 1 jj \ , _ F(¾F-5)χ][(F(4^)j-F<¾F(β⅛]-[F(4^’F(3^_F(2)<xF(4Æ][F(4).rF(5^—F(3⅛F<eλr] ’Calculons cette valeur de A1 et portons-la dans l’équation (12), nous en tirerons la valeur de A2; substituant ensuite A1 et A2 dans (11), nous aurons A3.On procéderait de la même manière pour obtenir les coefficients, en prenant
US — Λ∣, US — S, · · > ·Supposons donc que les coefficients de l’équation (3) soient remplacés par leurs valeurs en fonction des différentielles de la fonction que Ton cherche, on auraT? T? z \ Ασ—i z λ2 Aσ—2 , xctz λσ Ao J

Lx = la 1-(λ∙-π)+ (α∙-rt)2------- ... (- 1) (x - a) · — hou bien, en exprimant le facteur polynôme par j\x, a), (i4) Fx = Faχf(x,a∖

www.rcin.org.pl



( 9 )Or, pour que cette équation ait lieu dans toute l’étendue des valeurs dont jc est susceptible, nous diviserons l’équation (i4) par (a? —a), et prenant la différentielle zsιemc par rapport à «, nous auronsJ- = √‰×∕fc⅛∖ . J__,
∖x~a) das ∖ x-a) daπc’est-à-dire,

,∙2∙3∙∙∙Z∙+7 =f«.z +π.fw°-,(i-nf+, ∖∙i-≈∕λ', ∖∙≈+ n±⅛√- Z⅛ιf)∖ _L_..........
1.2 ^-β∕ffeσ-j+ p⅛d’où nous tirons

4(i5) Fj = Fa-F¾ I⅛ilr-fl∣ - F<2>nP∣21 (je - a}2 + F<¾P,31 (x-aγ... + F⅛ P(O) (zc - «)”,en posant, pour abréger, F
i p<υ = 1 -(<r- a)*-⅛,Ρ(!, = ,-(ι-βΓ^ + ^_η)^,

(ct~2)*'1fr zjW A» p∣, V3c a) Ασ’'6 ' \ P()) = , - (λ∙ - « f-3 + iψi (λ∙ _ „f ’ ±≈
xCT_, A, (π-3p'1 a0pl, a) Ασ+ -γ∏-(·*-*) -r^

P(w) = i — (a? — a) —----- h (a? — a'''fc-∙∙√-1)σ(--<⅛
2 

c '
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( lθ )Faisons de plus dans la formule (i5)¾ = Fωβ Pω (lr — <z) + F(2)u P(2) (# — λ)2 + F(3)zz P(3 (.r — √i3...+ F'°>β P(o) (.r - «'f,il viendra(17) F∙r=Frz+¾,et nous aurons ainsi Fj? avec une approximation aussi grande que l’on voudra, et même d’une manière rigoureusement exacte pour τs = oo .Cependant, comme le calcul des fonctions P(f), P(2),. .., P(σ) devient de plus en plus laborieux à mesure que le nombre®· des éléments jλ1,j∙2,j'3,..., augmente, on pourra toujours s’arrêter à tel nombre que l’on voudra, pourvu qu’on ajoute alors au second membre de l’équation (17) une série complémentaire. Or cette série offre cette particularité, qu’elle procède suivant les puissances ascendantes d’une fonction entièrement arbitraire, pourvu seulement qu’elle satisfasse à la condition de s’annuler pour x — a.Soit donc
» . ΌΧcette fonction arbitraire,, et< S„ + I = N„+, ⅛ χ)β* , + Nβ+ , ⅛x7 * ’+ S.+î ⅛ ⅛)β + 5. ·. ,-+- Nα + u, φ.rj,i7 r ' -+- No -t-1 (φ x) ^l . .la série complémentaire ; nous aurons(19) F x — F<2-+- ∑(θ) 4- S(σ-+-1),et il ne reste plus qu’à déterminer le coefficient général de cette sérieNσ∏-ju∙Or, en faisant passer tous les termes qui précèdent celui qu’affecte ce coefficient dans le premier membre (19), et divisant le tout par⅛∙*)σ+z∖ ■nous auronsFx-ΓFα÷∑iσ)]-[Sσ-f-1-(Nσ+zλ(φ^σ + ^+.— (φ^σ+∕z--------------------------------------— jn σ+1<χ+ σ÷∕*+« ÷...Mais pour x = a, il vient

√τ __  o
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( il )et levant l’indétermination

∣
rfσ+zz | F<r__[Fzï+2(CT)j_ f sσ+1- (λw√Hσ÷'u + ∙ ∙ ∙)]i ——

dxτs+>j- __ M

___________ __ PI σ + fi ,^+∕‰'iπ+∕z____-—
√∙rσ÷∕∙t

( x — a )Il est facile de voir que

I
<Zσ÷^[Ffl+∑(σ)]

= (σ + μ) F'υα * p<l2 + + μ _ 1)2∣< f2^--m~2⅛-,

iZxσ÷∕χ-, V l j dxτs÷∕j-~*

+ ⅛ ÷ μ - a)· " F<,>β 3⅜, + ( b + μ - 3 )’l1 Fι*,<ι ^+'' ^'ip∕1
_ κr ‘ 7 dx^~hfj-~3 v r 7 iirβ + ∕t-4

∙∙∙+ωβ"Ft¾^⅛≤
w cto^

X — fl.Mais les différentielles de P(1), P(2), P(3),..., P<σ) (16), en posant, pour abréger, ~1 r f~y) ·----- ------= (A
lfj,-p-∣∣∣∖Aσ∕ dχrj--p-' v v’™'

(x — a),sont : p<„ __ fl,,,
dxrs^+-∣j~l F o,σ∕

x —= - *"+''-a' ' ( (∖oF~° → - -)(A0,√"-a> J
x = a,l rfC+,-3P(i)_ -3|| ;(A y,-'>-(a-2)(Aι ∕→i'

(22) ⅛=+Z*-3 , ,,ll ,
I + ι >— Z A √''~3)X = a, I ' ,2∣' ∖ o,σ) J

I (∖ ∖(∕χ-û /Λ ∖(z,--2)∖
√z~1p, X , 1 ∖ σ- I,σ∕ \ σ -2, σ) J- ------ ⅛-, = -r"-'∣' , ,A x(m-3)_
dχ!λ~i <+(Ασ-3, σ∕   b

j7 = α' F t-'ΓM'-", |

i '
2.
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( 12 )Or, si nous substituons ces valeurs dans l’équation (21), il viendra
I 3Ί H°^,^1If° + ς(°)3 = - 1<>+∕>l' ×Aw∣ri,(23) < √,rσ÷∕'∙ ' }

! x — α,en faisantAwW = F,'⅛(Ao,Ji"^",+ F<⅜j(A1,o∕', , -(∏-ι)(A0ι0),''+ F,”« J (A2, ,v' - <⅛ - 2) (A,. √"-'i, + ⅛≠1 (A0, o)'" ^i, Ji<Λ , q∖∕A >~2) , (ct~3)2'l∕A √'tt^3> J∣(a-3,J —- (sr—3)(A2σ) + ι,∣, (ΑΙ>σ) I
+ F"’rt ^~s>,1' (A √'*~'i,

\ ------- 1 3 I 1 k-rt∙0, SJ/ ’

i ∕ i ∖Cα ,) ∕ . ×(zλ^-2) , î \ *' 1
(σ·) (act-,,J ~ (a∏-2, J ÷ (∖r-3,σ) (4~f a∖ >-i,a Λμ — )('' ∙.∙(-l) (Ao, σ) ,Voyons maintenant ce que devient,i°÷4sj+,-(Sa+ιl(,ψ÷∣∙+...)]i⅛σ+iλc’est-à-dire,^+'α[Nσ+1(φ^)σ÷1 + ‰ (φ^)σ+2 + Nσ+3(φzr)σ÷3...+Nσ+^-,(φχ)σ÷∕λ-1] √.rσ÷',zpour x = a.Afin de pouvoir développer les calculs, prenons

∕ ∕ ∖ x —~n(24) ox —-------?v ' ‘ n -jr x

n étant une constante arbitraire. Nous aurons généralement∕ ∖ σ÷∙√ ισ+∕^∣ 1 / 1 ∖∣,-~~ 'j ! ’j=+,, * - " —!_ = ( ,y-’.2________ i°-±2>_______
’ n x ∕ rirτ"~~∣i ' !j-~v∖λ t , ∖σ÷.σ∙\ 1 / f [n + a)

x = a.
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( >3 )An moyen de cette formule, il est facile de voir queμs+4sπ+H‰+,√Hπ+∕'∙+∙∙∙)] 1*÷∕Φ _(25) ' -"(λ + λΓ÷'∙'n-Λ,,
* x — a,en posant

ât jy)= iCT+-g.T2>.N j, -⅛+±-2}'11'n-* l *'(ct) , 1*σ÷∕Λ-ι 2∣1 -1Λσ-+-/χ — 2

+ (σ + ιΛ-3)3∣' .j 3 , i w -+- /X — 3
v ' «—l∣l l,∏∙÷iEnfin
S

drs÷!j- (φxp ^+^∕z   tσ + ,<Λ∣ιrfxσ~ - (« ÷ fl)σ÷∕∖
x = a.Remplaçant les valeurs obtenues (a3), (a5) et (26) dans (20), il viendra / √π ■ j V X — [l· a -+- ∑,σ)] — (S(σ+1) — [Nσ÷∕χ (φx)σ∙4 * *^^-4-. -- ]) } ---

(27) \ 7 √χσ-+-∕*
i X = (I.

Γ .ιτs -+- p. p „ “J| = Nσ+^ = (n + rtΓ+" [ιw+,zll^σ,t-,z + Aw(∕χ)J ÷ N(cj)(Zx)„et, au moyen de cette formule, on calculera facilement les coefficientsNσ+ι » N tj,--+- a, Nct h- 3i · · ·de la série complémentaire S(σ4-ι).Donc nous aurons pour intégrale de F'j? ,
Fx = F O -f- ∑(cr) 4- S(w+t)∙
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( >4 )Pour donner un exemple de l’application de ces formules, cherchons la fonction F x dont F 'jc = -
Xest la différentielle, et calculons-la avec deux éléments , c’est-à-dire pour 57 = 2.La formule (i5) deviendraFzr = Fa ÷ F<”flP(1) (jc - a) + F⅝Pf2, (jc - a)2 = Fa + Σ(2),c’est-à-dire, en remplaçant les valeurs de P(1) et P(2) (16),(A.i) Fx=Fβ + F⅝ i —(.r—λ)2- A 2 J+ F⅞ i — (a? — a') -∣l 4- (a? — iγ)2 j (a? — a ,2.Mais les valeurs de A, et A2 en fonction deFυar = i, F(2)a? =----- —, Ft⅛=-L, F¾ =____ —,sont, au moyen de la formule (io),I III

λ __  or 2x2 x 4 x'
At —---------------- rτ---------------------------- - b JC.1 \ 11\ 3 X3 J 2X1'x' ^.x"et par la formule (9) en y remplaçant A1 par sa valeur 6a?,à z» I ïAo 5—— 6a? × —- 4- - = o,3 Λ∙3 2 χi x ,A2 = 6a2.Remplaçant les valeurs de A, et A2 et celles deF⅝ = ζ p'2>rt = - -- a 2 a1dans (A. 1), elle deviendraF,r=Frt + ip -(χ-n)≈gL.∣f.r-rt)

~⅛[.l -(χ-Λ); + (*-fl)⅛] x~aΛ
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( l5 )ou, en réduisant,(A.a) F27 = Fa+ ιx+,ζζ⅛Γaι[8rtx- (^2 + a2)].Quant à la série complémentaire, nous calculerons ses coefficients au moven de la formule (27), qui devient, pour sr = 2,(A. 3) N(≈ + ,) = („ + «)-' + AW« ) + w>.Or _ _(— i)∙'λ~hi
(A.4) ιτ÷^∣1 √,z∙2 + ,'z“ (fλ + 2)^+,"’

x — a.a ω≈Fι>u ~1. ΜΛ___L_aw im-i∣i ^a¼-*
x — a

i dp"~l I èi ∖ j dμ ~2 f ∆o \__ I j+ F(2)rt! i∕λ-,∣i ∖A2∕ drf,~l ~ 1M-2Ü ∖aJ d,r∣j∙~'1 J.
’ x = a x — a. ’Remplaçant F(2)æ, A,, A2 par leurs valeursA w = 1 1

{2) a υtt* Ψ v6^1∕ ⅛∕i~ 1
x — a

+ _!_[ d— U\__!____ dX∑l I ! \ ί 12<q ,λ-Ψ ∖^∕ffaM-ι ,∕*-∣l∣ ∖6x∙) ,fe∕'-aJ 
x = a x — a

Effectuantes différentiations indiquées, et faisant ensuite x~a, iζ vient 

AwW = i× 6-⅛7

→[(→-'⅛-<→iS⅛donc(A-5) (A<s,W =(->)■“-' -f⅛∙
12 a :
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( 16 )
Quant à Nf2∕>), nous aurons l’équation (a5),

(A.6) Nw« = (>.+ .). Ni,+, - · N, + ⅛-- ∙ N,λ-, _z ■" 3'"^'" TV 
(- I) ,ι,z-,∣, ∙j>3∙

Remplaçant (A.4), (A.5) et (A.6) dans (A.3), et prenant la constante arbi
traire n égale à il vient

n = i-.γt+l-, , , ,x÷ -i≤L,τv1' >. ÷ « (, ∕ 3 ft 4- 2 ^^*^ ( fλ ^÷^ 1 ) ™ ju ÷ I , 2 | I y
! u — I y I I · 34 — 1 11

÷⅛-n,-, - y.L-t-.n,.
Ce qui donne successivement

I
N3 = o, N4 — o, N5 —

Nc=o, N7=∣-χ∣, N8 = o,

N,= ⅜×-, H,0 = o, H,, = ∣×-,-∙
09 Oïl

Donc la série complémentaire (18) deviendra

C   2iΓ1∕τ — ftV , 3/x—«\7 &(x — a\9 Ί
(3 l_5 -+- «y 7∖χ + α∕-i~9∖∙r + β∕-*-^tj

et nous aurons Fx = Fα+Σw+Sw,
Fx = ιa + i'x + a^x~a∖⅛ax - (.r2+ «2)1

Jt2βiΛ72 l V 1J

+ r[s0Sθ + f +l(⅛⅞τ) + ···]·
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