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Streszczenie

Gléwnym celem ponizszej pracy jest ogblne wprowadzenie do me-
tod Monte Carlo (MC) oraz Scisle z nimi zwigzanych metod Markov
Chain Monte Carlo (MCMC), powstalych z powigzania metod MC
z teorig lafncuchéw Markowa. Ponadto zaprezentowany zostanie prze-
glad wystepujacych w literaturze metod diagnostycznych dla MCMC
wraz z zasygnalizowaniem tematyki przyszlych badan autora. Niniej-
szy raport ma postaé przeglagdowo — badawczg i zwigzany jest z przy-

szlg pracg doktorska autora.

1 Wprowadzenie

Metody Monte Carlo zostaly wprowadzone w latach 40-tych ubieglego

wieku przez dwéch wielkich matematykéw — Metropolisa i Ulama (patrz [39]).



Poczatkowo wykorzystane w zastosowaniach militarnych przy stynnym pro-
jekcie Manhattan, w ciagu kilkudziesieciu lat podbity $wiat matematycznych
symulacji komputerowych.

Sukces odniesiony przez metody Monte Carlo (w skrécie MC) zostal zdys-
kontowany przez ich rozwinigcie — metody Markov Chain Monte Carlo (skré-
towo okre§lane jako MCMC, patrz [16]). Rozwiniecie to zostalo zapropono-
wane przez Metropolisa i innych (patrz [37]).

Obecnie lista dzialéw matematyki stosowanej, w ktérych wykorzystywane
sg metody MC i MCMC jest imponujgca — poczynajac od zadan znajdo-
wania calek i zagadnien optymalizacyjnych, poprzez generowanie zmiennych
losowych z analitycznie skomplikowanych rozktadéw prawdopodobiefistwa,
estymacjg zlozonych statystyk testowych, zagadnienia z teorii ruiny dla ma-
tematyki ubezpieczeniowej, symulacyjne wyznaczanie cen instrumentéw fi-
nansowych, odszumianie obrazéw, problemy zwigzane z wnioskowaniem bay-
esowskim, az po zagadnienia z fizyki, psychologii i medycyny (patrz np. (7],
/8], [10], [13], [14), (18], [19], (20], (23], [24], [25], [27], [28], [31)).

Opracowane zostaly réwniez specjalne programy komputerowe wspoma-
gajace uzycie tych metod w praktyce, jak np. BUGS (patrz np. [4]).

Mimo ogromnego rozwoju metod MC i MCMC, ich stosowanie wiaze sie
nadal z ucigzliwym problemem zwanym diagnostykq zbieinoéci (patrz roz-
dzial 4), z ktérym autor niniejszej prezentacji zamierza zmierzy¢ si¢ w swojej
pracy doktoranckiej.

Niniejsza praca podzielona zostala w nastepujacy sposéb. Rozdzial 2 za-
wiera krétkie wprowadzenie do metod Monte Carlo wraz z oméwieniem sto-

sowanych w nich algorytméw. Rozdzial 3 omawia w skrdcie metody Markov



Chain Monte Carlo wraz z odpowiednimi algorytmami i zasygnalizowaniem
pewnych twierdzen i definicji z nimi zwigzanych. Rozdziat 4 przybliza pro-

blem monitorowania zbieznosci metod MCMC.

2 Metody Monte Carlo

W swej najbardziej klasycznej formie metody MC zwigzane sg z zagadnie-
niami catkowania i optymalizacji funkeji (patrz np. [15], [25]). Przyjrzyjmy
si¢ pokrétce tym dwdém kwestiom.

W przypadku, gdy calki z danej funkeji nie da si¢ wyrazié przy pomocy
funkcji elementarnych, do jej obliczenia konieczne jest skorzystanie z me-
tod numerycznych. Oprécz deterministycznych metod numerycznych, takich
jak np. catka Riemanna, zasada trapezoidu, zasada Simpsona, splajny itp.,

mozna postuzy¢ si¢ takze metodg MC dla calki o ogélnej postaci
E/h(z) = [ ha)f(z)dz, 8

gdzie f(z) jest gestoscig pewnego rozkladu prawdopodobienstwa.

W dalszej czesci pracy zaktadaé bedziemy, iz Efh(z) < oco.

Obliczenie wartosci wyrazenia (1) wymaga w metodzie MC wygenerowa-
nia losowej proby Xi, Xa, ..., X, #d z rozkladu o gestosci f(z) przy pomocy
odpowiednich komputerowych algorytméw pseudolosowych (szersze informa-

cje na ten temat znalezé mozna np. w [11]). Srednia o postaci
- 1>
hy = o Zh(xi) (2)
i=1

przybliza, zgodnie z Mocnym Prawem Wielkich Liczb, wyrazenie Ezh(z),

przy czym zbieznos¢ ta jest zbieznoscig prawie na pewno dla n — co. Metode
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ta okresla si¢ czasami w literaturze jako crude Monte Carlo i pochodzi ona
z lat 40-tych (patrz [39)]).

Obecnie istnieje wiele réznorakich rozwinigé powyzszej metody, ktérych
gléwnym celem jest minimalizacja wariancji estymatora il,,. Podejscie takie
wynika z faktu, iz do A ¢ mozemy zastosowaé¢ Centralne Twierdzenie Granicz-
ne, otrzymujac

hy — Egh(z) 2 N(0, Var(hy)) , (3)

gdzie
Var(hy) = Z h(Xi) = )

jest estymatorem wariancji fo (o ile wariancja ta ma warto$é skoficzong).

Wynika z tego, iz redukcja wariancji wielkosci l~1f zwigksza dokladnosé
uzyskiwanych wynikéw, pozwalajac na zmniejszenie ilosci losowan n (a wiec
i skrécenie nieraz bardzo czasochlonnych symulacji). Przykladami metod po-
zwalajacych uzyskaé redukcje wariancji jest importance sampling, metoda
zmiennych antytetycznych (w j. ang. antithetic variables), czy zmiennych
kontrolnych (w j. ang. control variates) (dokladniejsze informacje na ten te-
mat mozna znalezé np. w [25]).

Druga klasa probleméw, ktére mozna rozwigzaé poprzez uzycie metod
MC sg zagadnienia optymalizacji, ze szczegblnym uwzglednieniem kwestii po-
szukiwania ekstreméw danej funkeji, np. maksimum globalnego. Oczywiscie
takze i dla tych zagadnien mozliwe jest zastosowanie deterministycznych me-
tod numerycznych (chociazby np. metody Newtona, czy jej uogélnien — patrz
np. [38]). Jednak jedli rozpatrywana funkcja h(z) posiada kilka maksiméw,
zastosowanie metody deterministycznej moze zaowocowaé odnalezieniem tyl-

ko jednego z ekstreméw lokalnych, a nie maksimum globalnego. Podobnie



czestokroé konieczne sg dodatkowe zalozenia co do szczegdlnych wlasnoéci
funkeji h(z) (np. jej rézniczkowalnosc).

Remedium na takie problemy moze by¢ zastosowanie metody MC zwanej
symulowanym wyzarzaniem (w j. ang. simulated annealing) z modyfikacja
zaproponowang przez Metropolisa (patrz np. (18], [25], [37]). Metoda ta wy-
maga wprowadzenia dodatkowej zmiennej 7' > 0, tradycyjnie okreslanej jako
temperatura ze wzgledu na historyczne zastosowanie w fizyce. Startujac z
pewnej wartodci X, kolejne kroki symulowanego wyzarzania polegaja na ge-

neracji wartoéci X, wedlug nastepujacego algorytmu:

1. Wylosowanie wartosci Y, z pewnego rozkladu prawdopodobieristwa na
otoczeniu z,_1 (np. z rozkladu jednostajnego na tym otoczeniu, w ogdl-

noéci z dowolnego rozkladu o gestosci postaci g(|zn—1 — Yal))-
2. Nowy punkt X, losowany jest wedlug przepisu:

Y,  zprawd. p = min {exp(Ah/T),1
%= {exp(AR/T), 1} %)

ZTp—1 zprawd. 1 —p
gdzie Ah = h(Y,) — h(z.-1). Ponadto dla kolejnych krokéw powyzszego
algorytmu wprowadza si¢ zalozenie o monotonicznej zbieznoséci T — 0.

Jak widzimy, obecno$é warunku (5) umozliwia procedurze ,ucieczke” z lo-
kalnego maksimum z pewnym dodatnim prawdopodobiefistwem p (o ile tylko
exp(Ah/T) < 1). Ponadto stale zmniejszanie si¢ wartosci T' (,zamrazanie”)
zalozone w powyzszym algorytmie umozliwia ,zatrzymanie” lancucha w pew-
nym maksimum. Wynika z tego, iz na odpowiednie zachowanie si¢ procedury

(a wigc i znalezienie z duzym prawdopodobieristwem globalnego ekstremum)



olbrzymi wplyw ma sposéb zbiegania temperatury 7' do zera. Dodatkows
bibliografi¢ dotyczacs tego zagadnienia znalezé mozna w odsylaczach w [25).

Obecnie jako metody Monte Carlo okreslane sa réwniez metody zwigza-
ne z przeprowadzaniem symulacji dla szerokiej klasy proceséw stochastycz-
nych, np. symulowaniem ruchéw Browna. Tego typu zagadnienia spotykane
sg w matematyce finansowej i ubezpieczeniowej. Przykladem moze by¢ tutaj
problematyka wyceny tzw. opcji egzotycznych (patrz np. (7], [14])), czy roz-
wigzania problemu ruiny dla procesu ryzyka firmy ubezpieczeniowej. Nalezy
podkresli¢, iz w powyzszych zastosowaniach w symulacjach stosuje sie czgsto
zamiast algorytméw (pseudo)losowych, deterministyczne algorytmy nume-
ryczne. Metoda taka okre$lana jest czesto jako quasi Monte Carlo (dalsze
szczegoly dotyczace tej problematyki znalezé mozna np. w [13] i tamtejszych

odsytaczach).

3 Metody Markov Chain Monte Carlo

W najwigkszym skrdcie rzecz ujmujac, metody Markov Chain Monte Car-
lo (w skr6cie MCMC) powstaja z polaczenia symulacji metodami MC z teoria
tancuchéw Markowa.

Najwazniejszym wynikiem teoretycznym dla jednorodnych tafcuchéw Mar-
kowa wykorzystywanym w metodach MCMC sg tzw. twierdzenia ergodyczne.
Sa one odpowiednikiem MPWL sformulowanego dla ciagu #id zmiennych lo-
sowych.

W przypadku tancucha Markowa o przeliczalnej przestrzeni stanéw S

twierdzenie ergodyczne przedstawié mozna w nastepujacej postaci:



Twierdzenie 1 (Ergodyczne dla przeliczalnej przestrzeni stanéw).
Jezeli laricuch Markowa (X,,) jest nieprzywiediny 1 istnieje rozklad stacjonar-
ny w, a funkcja g : S — R jest taka, ze warto$é oczekiwana E,g(X) istnieje,

to zachodzi zbieznosé

iég(xn) 2 g(X) ©)

dla dowolnego rozktadu poczgtkowego mg.

Przypomnijmy, ze laficuch nazywamy nieprzywiedlnym, jesli wszystkie
jego stany komunikujg si¢ ze sobg (tzn. dla kazdej pary i, j € S istniejg takie
k,l €N, ze P(X) =1i|Xo = j) > 0 oraz P(X, = j|Xo =) > 0).

Odpowiednikiem powyzszego twierdzenia dla tanicuchéw Markowa o nie-

przeliczalnej przestrzeni stanéw jest

Twierdzenie 2 (Ergodyczne dla nieprzeliczalnej przestrzeni sta-
néw). Jezeli taricuch Markowa (X,) jest nieprzywiediny, ma o-skoriczong
miarg niezmienniczg (w j. ang. invariant measure) 7 oraz jest powracajgcy
w sensie Harrisa (w j. ang. Harris recurent), a funkcja g(z) ma skoriczong

warto$é oczekiwang wzgledem m, to zachodzi zbiezno$é p. n.

n—oo

lim %_}f:lgom — Erg(X) . @)

Lancuch Markowa nazywamy powracajacym w sensie Harrisa, jesli spel-

nia nastepujaca definicje:

Definicja 1 (Powracalno$¢ w sensie Harrisa). Zbidr A nazywamy po-
wracalnym w sensie Harrisa, jesli P(na = 0o|Xo = z) = 1 dla kazdego z € A,

gdzie 14 jest iloscig powrotow tancucha do zbioru A.



Larcuch Markowa (X,) nazywamy powracajgcym w sensie Harrisa, jesl
istnieje miara v, wzgledem ktdrej jest on nieprzywiediny, oraz kazdy zbidr A,

spelniajgcy warunek ¥(A) > 0 jest zbiorem powracalnym w sensie Harrisa.

Z kolei miarg m nazywamy niezmiennicza, jesli spelnia ona warunek
n(@) = [[P(X € BIY =y) dn(y) ®)

dla kazdego B € B(S), gdzie B(S) jest o-cialem zbioréw borelowskich na S.

Pelniejsze wprowadzenie do teorii lancuchéw Markowa o przeliczalnej
przestrzeni stanéw znalez¢é mozna np. w [36], a dla nieprzeliczalnej prze-
strzeni stanéw np. w [15], [25].

Nalezy zwr6cié uwage, iz w zalozeniach twierdzen ergodycznych nie jest
wymagana nieokresowo$¢ tancucha Markowa. Jednak w zastosowaniach, a
wigc w metodach MCMC, generuje si¢ zazwyczaj tylko lafncuchy spelniajace
taki postulat, gdyz ulatwia to dokonywanie obliczen i upraszcza zagadnienie
diagnostyki zbieznosci (patrz paragraf 4). Ponadto nieokresowo$¢ wymagana,
jest w tzw. mocnych twierdzeniach ergodycznych.

Najwazniejsza idea metody MCMC polega na tym, aby do obliczania
wyrazefi typu (1) nie generowaé préby itd Xy, Xs,..., X, bezposrednio z
gestosci f(z). Zamiast tego w metodzie MCMC generuje si¢ ciag, ktory jest
jednorodnym taficuchem Markowa o rozkladzie stacjonarnym f(z). Podejécie
takie umozliwia uniknigcie odwolywania si¢ w algorytmach pseudolosowych
do bezposredniego generowania z gestosci f(z). Gesto$é ta moze mie¢ bo-
wiem zbyt skomplikowang postaé, aby wykorzystanie jej byto efektywne lub
nawet mozliwe. Moze takze by¢ znana jedynie z doktadnoscig do pewnej sta-

lej normujacej, a stala ta czgstokroé jest zbyt skomplikowana do dostatecznie



szybkiego obliczenia. Oba te przypadki szczegdlnie czgsto spotykane sg przy
bayesowskim wnioskowaniu statystycznym (patrz np. [16], [18], [20], [25]).
Do stworzenia proby X, Xs, ..., X, ktora bedzie lancuchem Markowa
o z gory zadanym rozkladzie stacjonarnym f(z) stuza dwa bardzo ogdlne
algorytmy, zwane algorytmem Metropolisa — Hastingsa i prébnikiem Gibbsa
(w j. ang. Gibbs sampler). Jedli préba taka bedzie ponadto ergodycznym
lanicuchem Markowa, tzn. speilniaé bedzie zalozenia twierdzenia 1 lub 2, to,

podobnie jak dla metody MC $rednia

n

e = 3 3 h(X) ©)

i=1

bedzie zbiezna p. n. do Egh(z). Jednoczesnie w obu tych algorytmach waru-
nek ergodycznodci tancucha Markowa jest zazwyczaj, oprécz pewnych zde-
generowanych przypadkéw, dostatecznie latwy do sprawdzenia w praktyce.

Przyjrzymy si¢ teraz dokladniej konstrukeji kazdego z obu wspomnianych
powyzej algorytméw. Szersze informacje na ich temat znalezé mozna w [9),
[10], [15], [18], [20], [22], [25], [35).

W algorytmie Metropolisa — Hastingsa (w skrécie MH) wykorzystywana
jest dodatkowa gestosé g(y|z), zwana gesto$cig warunkows (w j. ang. condi-
tional density). Gestosé ta moze byé wybrana dos¢ dowolnie, tzn. niezaleznie
od gestosci f(z). Jednak zeby zapewnié poprawne dzialanie algorytmu MH,
tzn. ergodyczno$é powstalego tancucha Markowa, funkcja g(y|z) musi spel-
nia¢ nastepujgce warunki:

1. Gesto$é g(y|z) musi byé tatwa do generowania z niej prébek lub syme-

tryczna (tzn. g(ylz) = g(zly)).

2. Musi istnie¢ mozliwos¢ wyliczenia wielkosci f(y)/g(y|z) (ewentualnie z

doktadnoscig do stalej niezaleznej od z).

9



3. Nosnik funkeji g(y|z) (wzgledem zmiennej y) powinien zawieraé nosnik
f(=2).

4. Powinny by¢ spelnione dwa warunki w postaci nieréwnosci. Zwiagzane sa
one z zapewnieniem nieprzywiedlnosci oraz nieokresowosci powstatego

taficucha (patrz (12) i (13)).

Startujac z dowolnej, poczatkowej wartosci Xo, algorytm MH generuje
kolejne wyrazy tancucha Markowa poprzez wykonanie nastepujacych krokéw:
1. Wylosowanie zmiennej Y; z gestosci g(.|zi—1)
2. Nowy punkt X; losowany jest wedlug przepisu:
Y:  zprawd. p=m(zi-1, i)
X = (10)

z;—y zprawd. 1 —p

gdzie

— min { S®) 9(zly)
m(z,y) = min {g(ylz) @)’ 1} : (D

Gesto$é m(z, y) nazywana jest czasami gesto$ciag pomocniczg lub instrumen-
talng (w j. ang. proposal, instrumental distribution). W jezyku powyzszego
algorytmu nieréwnosci o ktérych mowa w punkcie 4 przy omawianiu warun-

kéw dotyczacych gestosci warunkowej majg postac:
g(y|z) > 0 dla dowolnych z,y € S x S (12)

(co implikuje nieprzywiedlnoéé i powracalno$é w sensie Harrisa),

f(Y) g(X]Y)
P(g(Y!X) 69 <1) <1 (13)

(co implikuje zachodzenie warunku P(X; = X;_;) > 0, a wigc i nieokreso-

Wos6).

10



Jesli gesto$é g(y|z) spelnia zalozenia z punktéw 1 -4, to cigg X1, Xo, ..., Xn
powstaly w wyniku dzialania algorytmu MH jest ergodycznym tanicuchem
Markowa zbieznym do ustalonej gestosci f(z) oraz spelnia réwnanie (9). Po-
nadto, jak latwo zauwazy¢, w algorytmie MH nie wykonuje si¢ bezposrednio
losowania z gestosci f(z), a znajomos$é postaci tej funkcji ogranicza sig jedynie
do mozliwoéci obliczenia wartosci f(y)/g(y|z) lub réwnowaznie f(y)/f(z), a
wiec bez okreslania stalej normujace;j.

Drugi z algorytméw — prébnik Gibbsa — jest, dzigki specyficznemu sposo-
bowi swej konstrukeji, szczegdlnie tatwy w implementacji przy bayesowskim

podejéciu statystycznym (patrz np. [18], [20], [25], [34]).

W prébniku Gibbsa konstruowany jest cigg wektoréw losowych X, X, ..., X,.

Przez (X}, ..., X) bedziemy oznacza¢ wektor wspéirzednych zmiennej loso-
wej X;, przy czym kazda ze wspélrzednych moze byé jedno- lub wielowymia-
rowa. Przez X;? oznaczymy wektor losowy (X!,...,XI7 % X% ... Xm).
Ponadto zalozymy, iz mozliwe jest efektywne generowanie zmiennych loso-
wych o gestosciach warunkowych g(X?|X~9) dla j = 1,..., m. Takie zalozenie
jest zazwyczaj spelnione przy praktycznych aplikacjach bayesowskich.
Niech ponadto dana bedzie wartos¢ startowa Xo. Wtedy, przy powyz-
szych zalozeniach, prébnik Gibbsa generuje kolejne elementy ciggu wediug

nastepujacego algorytmu:
1. Generuj Y7 z gestosci g(.|yl,...,vi 7", &%, ..., z) kolejno dla
j=1...,m
2. Xipy = (¥3,...,¥/")

W literaturze spotykana jest modyfikacja powyzszego algorytmu, polegajaca

na wykorzystaniu dodatkowej, niezaleznej gesto$ci pomocniczej v(z). Pray

11



takiej modyfikacji, losowania elementéw w punkcie 1 powyzszego algorytmu
nie dokonuje si¢ dla j przebiegajacego po kolei elementy zbioru 1,...,m.
Zamiast tego generuje si¢ zmienng losowa J zgodnie z gestoscig v(.) i dla
J = j losuje Y7 z gestosci g(.[X;7).

Istnieja rozmaite twierdzenia, ktére formultujac warunki dotyczace rodzi-
ny gestosci g(X7|X~7), sa réwnowazne odpowiednim twierdzeniom ergodycz-
nym (patrz tw. 1 i 2). Zapewniajac ergodyczno$é¢ tancucha Markowa po-
wstalego w wyniku dzialania prébnika Gibbsa, sg jednoczesnie latwiejsze do

sprawdzenia w praktycznych zastosowaniach. Jednym z nich jest

Twierdzenie 3. Cigg Markowa wygenerowany prébnikiem Gibbsa jest nie-
przywiediny i nieokresowy, jesli gestosci warunkowe g(X?|X~7) spetniajg na-

stepujgce warunki:

1. Niech Y = (y1,---,Um) 2 Y = (¥'y,...,Y' ) oraz istnieje 6 > 0 dla
ktérej Y, Y’ € supp(g), [Y = Y'| <4 i

9wilys, - Y1, Y41, Y m) >0dlai=1,...,m (14)

2. Niech §' < 8, taka, ze kazda para Y,Y' € supp(g) moze byé polgczo-
na skorczong iloécig kul o promieniu §' majgcych parami przecigcia o

dodatniej mierze.

Mimo skomplikowanego sformulowania twierdzenia, jego zasadniczym ele-
mentem jest zadanie, aby prébnik Gibbsa poruszal si¢ po spdjnej przestrzeni
(tzn. mial sp6jny w sensie topologicznym nosnik).

Prébnik Gibbsa, oprécz wykorzystywania go w rozmaitych problemach

zwigzanych z podejSciem bayesowskim, uzywany jest réwniez dla tzw. pol
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Markowowskich (rozszerzenia warunku Markowa na przestrzen wielowymia-
rowa). Przykladem zastosowania prébnika Gibbsa dla takich pdél moze by¢
model Isinga zachowania si¢ ferromagnetykéw, czy tez zagadnienia odszu-

miania obrazéw.

4 Diagnostyka zbieznosci metod Markov Cha-
in Monte Carlo

Zaprezentowane w paragrafie 3 twierdzenia ergodyczne, cho¢ bardzo istot-
ne z teoretycznego punktu widzenia, majg jednak powazng wade aplikacyj-
ng. Sg one bowiem twierdzeniami granicznymi. Tymczasem w zastosowaniach
najwazniejszg informacja zwigzang z przeprowadzaniem symulacji jest udzie-
lenie odpowiedzi na pytanie, jak wczeSnie mozna taks symulacje zatrzymad.
Innymi stowy — przy ktérym kroku symulacji osiggnigte za jej pomocg wyniki
sa dostatecznie bliskie prawdziwym, poszukiwanym przez nas wartosciom.

Zagadnienia zwigzane z tak specyficznie sformutowanym problemem stopu
nazywane sg diagnostyka (lub monitoringiem) metod MCMC.

Nalezy przy tym od razu zauwazy¢, iz zastosowanie klasycznych staty-
stycznych twierdzen granicznych (np. CTG) jest dla metod MCMC znacznie
utrudnione. Choé bowiem mozliwo$¢ zastosowania przyblizen np. rozkladem
normalnym w celu stworzenia przedzialéw ufnosci, jest bardzo pociagaja-
ca, rownoczesnie w metodach MCMC jest szczegdlnie malo efektywna. Pro-
blem ten wynika z dwéch przyczyn. Po pierwsze, probka wygenerowana przez
metodeg MCMC nie jest iid. Ponadto w sformulowaniu CTG (lub jego od-

powiednika dla lancuchéw Markowa) wystepuje wariancja. Zas$ wielko$é¢ ta
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dla probleméw rozwigzywanych metodami MCMC, jest po pierwsze niezna-
na (nalezaloby ja zatem najpierw wyestymowaé), a po drugie i znowu — w
taficuchu Markowa kolejne wyrazy nie sa oczywidcie niezalezne i nie two-
123 ciggu #d. Stad tez nalezaloby w estymatorze wariancji wzigé pod uwage
odpowiednie wspoélczynniki kowariancji, co niesamowicie komplikuje postaé
tych estymatoréw i czyni caly proces bardzo malo efektywnym. Wynika to
oczywiscie z koniecznosci przeprowadzenia w takim przypadku dodatkowych

symulacji estymujacych nieznane wartosci.

4.1 Podzial metod diagnostycznych

Zanim przejdziemy do bardziej szczegblowego przyjrzenia si¢ kilku wy-
branym metodom diagnostyki MCMC, najpierw dokonamy ogdlnego ich po-
dziatu. Klasyfikacji takiej dokonaé¢ mozna ze wzgledu na rozmaite kryteria.
Jednym z owych kryteriéw moze by¢ rodzaj funkeji wystepujacy w granicy
rozpatrywanej zbieznosci.

Jedli granicy taka jest sam rozklad stacjonarny 7, to méwimy o diagnosty-
ce zbieznosci MCMC do rozkladu stacjonarnego. Oczywiscie, samo istnienie
takiego typu zbieznosci dla danej metody MCMC jest warunkiem niezbed-
nym, zaréwno w teorii, jak i w zastosowaniach.

Z kwestia powyzsza zwigzane jest rowniez istotne zagadnienie eksploro-
wania przez metodg MCMC calej przestrzeni stanéw oraz szybko$é¢ przebiegu
tego procesu. Pozostawanie taficucha Markowa przez dtuzszy okres w jednym
stanie (okreslane jako wolno mieszajacy tadcuch — w j. ang. slow mizing) mo-
ze prowadzi¢ do koniecznosci zwigkszenia ilosci symulacji i / lub wyciagnigcia

ztych wnioskéw z przeprowadzonych dotad obserwacji (np. co do istniejacych
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ekstreméw funkeji). Diagnostyka wskazujaca na wystepowanie takich sytuacji
jest wigc w wielu zagadnieniach bardzo potrzebna.

Drugim typem granicy w badaniu zbieznoéci moze byé $rednia E,g(X)
(patrz (9) oraz twierdzenia 1 i 2). Diagnostyka zwigzana z tak postawionym
zagadnieniem jest dla praktycznych aplikacji bardzo istotna, w szczeg6lnosci
dlatego, iz jak juz zostalo to wspomniane, twierdzenia ergodyczne zapewniajg
jedynie zbiezno$¢ asymptotyczng. Tymczasem w symulacjach dysponujemy
oczywicie tylko skoniczong ilodcig préb (choé liczbe ich mozemy zwigkszy¢).
Podobnie jak w poprzednim przypadku diagnostyka tego typu zwigzana jest
réwniez z rozpoznawaniem zjawiska slow mizingu. Ponadto istotnym mo-
ze by¢ sprawdzenie, czy lafncuch Markowa zdazyl juz ,zapomnie¢” swojg
warto$é startowa Xo, tzn. czy wybér wartosci poczatkowej nie bedzie miat
wplywu na wyciggane przez nas wnioski.

Trzecie zagadnienie jest z kolei zwigzane ze sprawdzeniem, jak bardzo
ciag Xi,..., X, zblizony jest do proby iid w sensie pewnej, ustalonej normy.
Nalezy od razu zwr6cié uwage, iz préba bezposredniego zastosowania wie-
lu tancuchéw Markowa, czyli jednoczesnego symulowania wielu trajektorii, i
brania pod uwagg jedynie ostatnich wartosci kazdego z ciagéw powoduje duzg
strate efektywnosci 1 niewykorzystanie uzyskanych juz informacji. Podobnie,
choé na mniejszq skale, dzieje sie przy tzw. subsamplingu (patrz paragraf 4.2
i [35]). Diagnostyka tego typu problemu zwigzana jest z mozliwoscig wyko-
rzystania wnioskéw plynacych z CTG, co umozliwia np. budowe przedziatlow
ufnoéci, prostsze oszacowanie predkosci zbieznosci itp.

Drugim kryterium podzialu dla metod diagnostyki MCMC jest wyko-

rzystywanie w ich implementacji pewnych postaw teoretycznych (mniej lub
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bardziej uzasadnionych) lub jedynie obserwacji stricte heurystycznych.

Trzecie kryterium zwigzane jest z wydzieleniem metod graficznych, tzn.
bazujacych nie tylko na wzorach matematycznych, ale i na pewnych graficz-
nych wykresach otrzymywanych z symulacji metodg MCMC.

Nalezy ponadto zauwazy¢, iz metody diagnozowania zbieznosci odwotujg
si¢ do réznych sposobéw implementacji MCMC. Zwigzane jest to z zauwa-
zalnym w literaturze sporem pomiedzy zwolennikami wykorzystywania tylko
jednej trajektorii (X,,), a autorami preferujgcymi jednoczesne uzycie wielu
laficuchéw (X¥) (dla k > 1) (patrz np. [26]). Choé kwestia ta w ogdlnosci
zdaje sig by¢ nierozstrzygnigta, warto jednak zwréci¢ uwage na wady i zalety
kazdego z tych podejsé.

Poréwnujac wykorzystanie jednego tancucha o dtugosci KN z jednocze-
snym zasymulowaniem K trajektorii o dlugosci N kazda, widzimy, iz istnieje
wigksze prawdopodobiefstwo zblizenia si¢ pojedynczego, dtuzszego lancucha
do oczekiwanego rozkladu stacjonarnego. Ponadto w symulacjach MCMC
czeS¢ wyrazéw poczatkowych kazdego wygenerowanego ciggu nalezy odrzu-
cié, aby poczatkowy stan nie wplynal negatywnie na wyestymowang informa-
cje (tzw. burning lub pre burning trajektorii). Tak wigc procentowe straty da-
nych wynikajace z zastosowania wielu tancuchéw sg oczywiscie o wiele wigk-
sze niz przy pojedynczym ciggu, co obniza efektywnos$¢ symulacji. Jednocze-
$nie optymalne wykorzystanie metody wielolancuchowej wydaje si¢ wymagaé
choé czesciowej a priorycznej informacji na temat gestodei stacjonarnej. Wy-
nika to z potrzeby jak najlepszego ,rozrzucenia” warto$ci poczatkowych po
calym jej noéniku.

Mimo przedstawionych powyzej wad, wygenerowanie tylko pojedyncze-
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go tancucha zwigzane jest z problemem okreslanym jako ,you’ve only seen,
where you’ve been”. Oznacza to, iz cigg taki mogl nie znaleZé si¢ we wszyst-
kich mozliwych stanach, co prowadzi¢ moze do biednych wnioskéw diagno-
stycznych, a w konsekwencji i zlych wynikéw. Problem taki jest szczegélnie
istotny dla lancuchéw wykazujacych slow mizing — np. dlugotrwate pozosta-
wanie ciggu w jednym stanie moze zostaé¢ niepoprawnie zinterpretowane jako
osiagniecie zbieznosci, czy ekstremum funkeji.

Problem taki nie ujawnia si¢ tak mocno przy uzyciu metod wielotaincucho-
wych, o ile oczywiscie zostang one poprawnie zaimplementowane. Mozliwo$¢
poréwnania kilku estymatoréw osiagnietych z réznych trajektorii stanowi w
takim przypadku bardzo silne narzedzie diagnostyczne. Niemniej nalezy pa-
migtaé, iz podejécie takie jest bardzo konserwatywne, tzn. znaczna réznica
warto$ci pomiedzy choé jednym estymatorem a pozostatymi moze wymusié¢
niepotrzebne kontynuowanie symulacji.

Mimo tego, zdaniem autora tej pracy, generowanie tylko pojedynczego
taficucha w dobie szybkich komputeréw niesie ze sobg zbyt duzo ewentu-
alnych niebezpieczefistw, aby rewanzowaly to korzysci osiagniete z takiego
podejscia (patrz np. [2]).

W nastepnych podrozdziatach oméwiono wybrane metody diagnozujace
zbiezno$é symulacji MCMC. Szerszy ich przeglad oraz dyskusje dotyczaca
wad i zalet poszczeg6lnych metod znalezé mozna np. w [6], [17], [21], [25].
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4.2 Wybrane metody diagnostyki zbieznosci do roz-
kladu stacjonarnego

Jedng z prostych metod diagnostycznych majacych na celu sprawdzenie,
czy symulacja powstala przy wykorzystaniu MCMC osiggneta zbieznoéé do
rozkladu stacjonarnego, jest wykorzystanie modyfikacji dowolnego niepara-
metrycznego testu zgodnosci, np. testu Kolmogorowa-Smirnowa (patrz np.
[25]). Zauwazmy mianowicie, iz jesli wyraz X; laficucha Markowa pochodzi
z rozkladu stacjonarnego , element X;,; rowniez bedzie mie¢ rozklad 7.

Zastosowanie testu Kolmogorowa-Smirnowa polega wigc na podziale tan-
cucha Markowa na dwie polowy Xi,..., X/ oraz Xy p41,..., X, Oczy-
wiscie bezposrednie zastosowanie odpowiednika statystyki testowej Kolmo-
gorowa-Smirnowa nie jest mozliwe ze wzgledu na wilasno$é Markowa tan-
cucha, czyli zaleznos¢ pomiedzy kolejnymi jego wyrazami. To niekorzystne
zjawisko mozna prébowaé¢ wyeliminowaé dokonujac tzw. subsamplingu, tzn.
wykorzystujac tylko co k-wyraz w obu podtancuchach. Otrzymujemy dzig-
ki temu podciagi postaci Xy, Xk, ... (oznaczany dalej jako Y3,Ys,...) oraz
Xoj2+1, Xnj2k (0znaczany jako Y';,Y’3,...) . Choé sposéb ten zmniejsza
oczywidcie stopief zaleznoSci pomigdzy prébkami, nie eliminuje calkowicie
tego problemu, a ponadto prowadzi do czedciowej straty informacji. Interesu-
jacym wydaje sie¢ sprawdzenie, czy losowy subsampling (a wigc losowy wybér
wyrazéw do podciagéw) dalby w tym przypadku lepsze rezultaty.

Nastepnym krokiem jest zastosowanie zmodyfikowanej statystyki Kolmo-

gorowa-Smirnowa

1 M
KS = Msup Z 1(0,1)}/1' = 1((l,n:))//i ) (15)
% li=1
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gdzie M jest najwiekszg liczba spelniajacg warunki: M <n/2 1 M = kp dla
peN.

Mozliwe jest przy tym otrzymanie pelnej postaci gestosci dla statystyki
(15), ale tylko asymptotycznie dla M — oo. Dokladne wyliczenie jej wartosci
(dla dowolnego M skoriczonego) jest niestety znacznie utrudnione ze wzgledu
na korelacje wystepujace pomiedzy poszczegdlnymi elementami ciggu. W do-
datku trudno$é problemu wzrasta przy zastosowaniu metody subsamplingu
z powodu skomplikowania postaci zalezno$ci pomiedzy wyrazami.

Innego typu metoda wykorzystywana przy badaniu zbieznosci do rozkta-
du stacjonarnego jest np. szacowanie odleglodci (w j. ang. distance evalu-

ations, patrz np. [3]).

4.3 Wybrane metody diagnostyki zbieznosci do war-
tosci oczekiwanej

Prosta, ale o zaskakujaco dobrych wlasnosciach, graficzna metodg diagno-
zujaca zbieznoéé do wartodci oczekiwanej jest CUSUM (z j. ang. cumulative

sums, patrz [12], [32]). W metodzie tej badany jest wykres wartosci

Cui) = g(hm) ~5,) (16)
dlai=1,...,n, gdzie
Su=2 3 h(X) . (17)
nk:l

Jak wykazano, wykres Cy(.) jest narzedziem wskazujacym na stopien predko-
§ci mieszania tancucha. Dla szybko mieszajacych tancuchéw wykres 6w jest
bardzo nieregularny i polozony w poblizu zera. Z kolei przy wolnym miesza-

niu, wykres tworzy diugie, gladkie trajektorie, z dlugimi czasami powrotu do
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zerowej wartosci.

Niestety, z racji bazowania analizy tylko na pojedynczym lafdcuchu, wnio-
ski uzyskane z obserwacji wartosci (16) mogg byé mylace w niektérych przy-
ktadach, wskazujac blednie na osiggnigcie zbieznoéci nawet przy jej braku.
Dlatego tez interesujacg wydaje si¢ préba uogélnienia metody CUSUM na po-
dejscie wielotanicuchowe. Innym pomyslem jest opracowanie nowych wskaz-
nikéw ilosciowych bazujacych na tej metodzie.

Innym silnym narzedziem jest stosowanie kilku réznych estymatoréw zbiez-
nych do E;g(X) (patrz [17]). Oprécz klasycznego estymatora postaci (9) moz-
liwe jest zastosowanie dodatkowo warunkowej wartosci oczekiwanej, stworzo-
nej przy pomocy metody okreslanej jako Rao-Blackwellization. Estymator
taki ma ogdlng postaé

_ 13

hrp = o ;Ef(h(xiﬂzi) ) (18)
gdzie Z; sy pewnymi wartosciami losowymi (np. momentem dotarcia do usta-
lonego stanu s).

Kolejnym przyblizeniem wartosci §redniej moze byé estymator uzyskany
przy pomocy metody importance sampling (patrz paragraf 2). Jego oblicze-
nie polega na generowaniu z innej, niz docelowa gestosci g(x). Nastepnie

obliczana jest wielkos§é

hus = L3 e LX)
s = 2 S XD TS5 (19)

Estymator E;g(X) moze wreszcie by¢ stworzony przez aproksymacje Rie-
manna (w j. ang. Riemann approzimation, patrz [33]). Wyraza si¢ on wtedy

wzorem
n—1

hra =Y (Xa+1) — Xo)h(Xa) f(Xw) (20)

i=1
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gdzie (X(;)), (dla i = 1,...,n) oznacza uporzgdkowany monotoniczne ciag
wyjsciowy (X;);.

Jesli cztery powyzsze estymatory hac, hrp, his, hpa sa w rozwazanym
przyktadzie mozliwe do uzyskania, wykorzystaé je mozna jako rézne indy-
katory zbieznosci do wartosci oczekiwanej. W takim przypadku symulacje
konczy sie, jesli wszystkie estymatory uzyskaja zgodno$é do ustalonego miej-
sca po przecinku.

Choé metoda ta ma silne podstawy teoretyczne, niemniej posiada tez kilka
istotnych wad. Nie we wszystkich przykladach mianowicie udaje si¢ znalezé
wszystkie ze wspomnianych powyzej estymatoréw. Ponadto metoda ta jest
bardzo konserwatywna i moze prowadzi¢ do znacznego zwigkszenia zbednych
obliczen. Wreszcie, poniewaz wszystkie estymatory bazuja tylko na jednym
taficuchu, moze zdarzyé si¢ wyciggniecie na ich podstawie nieprawidlowych
wnioskéw.

Przykladem innej metody diagnostycznej jest badanie estymatoréw wa-
riancji jednocze$nie pomiedzy wyrazami pojedynczego lancucha, jak i po-
miedzy poszczegdlnymi laficuchami (patrz np. [25]). Niech K > 1 oznacza
iloé¢ taicuchéw, a X¥ i-ty element k-tego tafcucha (dla i = 1,...,n oraz
k=1,...,K). W takim przypadku estymator wariancji zewnetrznej (pomie-

dzy tafdcuchami) mozna przedstawié¢ w postaci

P 1, 2
Varp = R (R(XF) - h(X))", (21)
gdzie
n K
RXF) = 3 () A(X) = S ROKR). (22
i=1 k=1

Z kolei estymator wariancji wewnetrznej (w pojedynczych taficuchach) zapi-
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sa¢ mozna jako:
— 1 E/M 0TI ?
Varp =23 (=3 (h(xF) - R(XF))") . (23)
k=1 \"i=1
Oprécz wielkoéci Var estymatorem wariancji Var(h(X)) moze tez byé war-
tosé
== n—1—— i
Vary = ——n-—Va.rI + Varg . (24)
Jak dowiedziono, estymator postaci (24) przybliza od dotu estymowang wiel-
kosé, a estymator (23) przybliza ja od géry (przy zachowaniu pewnych wa-
runkéw).
Kontrola zbieznosci przy tak wprowadzonych oznaczeniach polega na mo-
nitorowaniu wielkosci

VaI‘M-i-"—,%E v

R= 25
Varj v—2" (25)
gdzie )
— 9 T
Var + Varg
v Q(L_.Q ) (26)

VaII
Metoda polega wtedy na sprawdzeniu, czy wielko$é R zblizyla si¢ do jedynki.
Inng mozliwoscia jest stworzenie przedzialéw ufnosci przy zalozeniu przybli-

zenia rozkladu zmiennej losowej R pewnym rozkladem Fishera F.

4.4 Inne metody diagnostyki zbieznosci metod MCMC

Oprécez metod oméwionych pokrétce w podrozdziatach 4.2 i 4.3, w litera-
turze spotka¢ mozna jeszcze wiele innych sposobéw monitorowania zbiezno-
$ci. Przykladowo sg to: wykorzystanie metody couplingu (patrz [34]), esty-

mowanie normy total variation dla rozktadu otrzymanego z symulacji (patrz
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[1]), wykorzystanie pewnych wlasnosci gestosci P(X;y1|X;) (patrz [3]), es-
tymatoréw uzyskanych heurystycznie z symulacji pomocniczych (patrz [6]) i
inne (patrz [5], [6], [17], [21])

Nalezy tez zwréci¢ uwage, ze przy bezkrytycznym wykorzystaniu metod
diagnostycznych bazujacych bezposrednio na wygenerowanej prébce mozliwe
jest otrzymanie obcigzonych estymatoréw poszukiwanych wielkodci (patrz
np. [29]). Obserwacja ta otwiera droge do nowych, interesujacych mozliwosci

badawczych.

5 Uwagi koncowe

W $wietle powyzszego wprowadzenia wydaje sig, iz mozliwoéci zapropo-
nowania nowych metod diagnostycznych dla monitorowania zbieznosci metod
MCMC sg bardzo szerokie (patrz np. [16], [19]). Réwniez badania teoretyczne
na tym polu moga by¢ bardzo owocne i interesujace.

Dodatkowym wazkim atutem przemawiajacym za kontynuowaniem ba-
dan w tej dziedzinie jest unikalna mozliwos§¢ sprawdzenia dziatania tych me-
tod na rozmaitych przyktadach spotykanych w literaturze przedmiotu, jak i

na specjalnych benchmarkach.
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